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STRATIFICATIONS DISTINGUEES COMME
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We introduce the distinguish stratifications as a new tool in order
to give new proofs of some essential facts in the semi-analytic geometry in an
easier way, for example the property of regular separation.

- INTRODUCTION

La notion d’une stratification normale est un outil de hase dans la géométrie
semi-analytique . Elle sert & surmonter les difficultés essentielles dans le
développement de cette géométrie.

La construction d'une stratification normal a base d'un systéme normal des
polynémes distingués. ainsi que la preuve de existence d'une telle stratifica-
tion qui soit compatible avec une famille localement finie des semi-analytiques
se montrent assez compliquées. En particulier la démonstration du théoreme
d’existence exige 'emploi aussi composé que délicat des certaines opérations
qui résultent du théoréme des fonctions symmétriques.

Or, dans cet article on propose un type des stratifications, nomées dis-
tinguées, lequel sert également et qui a I'avantage d’étre beaucoup plus simple
en ce qui concerne les faits en question.

Comme un exemple d’application on montre que l'opération de l'image des
compacts par les projections sur R? respecte la semi-analycité, ce qui sert pour
établir une version de la séparation régulicre.

Dans plusieurs points essentiels de notre travail nous nous sommes inspirés
par les idées de Michel Coste dans sa belle présentation de la géométrie semi-

algébrique ({2], [1]).
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Rappels sur les ensembles semi-analytiques

Soit M une variété analytique réelle de dimension n.
Soit F une famille de fonctions réelles dans un sous-ensemble U de M. On
dit qu’un sous-ensemble 4 de M est décrit dans U par les fonctions de F si

ANU = U Ni_, Ay
i=1

ol chaque A;j est de la forme {f;; > 0} ou bien {f;; < 0} ou bien {f;; = 0}
avec f;; € F.

On dit qu'un sous-ensemble E de A est semi-analytiqgue (de M) si pou
chaque point = de M, il existe un voisinage ouvert U de z tel que F soit décrit
dans U par les fonctions analytiques dans ce voisinage.

Une conséquence immédiate de la définition est le fait que la classe des
ensembles semi-analytiques dans A/ est fermée par rapport aux operations
du complémentaire, de la réunion localement finie ainsi que par celle de
Pintersection finie. Observons que chaque semi-analytique est un Fj,-ensemble

On appelle feuille semi-analytique de M chaque sous-varieté analytique de
M qui est aussi un sous-ensemble semi-analytique de M.

La dimension d'un ensemble semi-analytique E de M est définie par

dim E = max {dim [ : [ sous-varieté analytique ,I" C E}.

k
Alors, dimE = n <= int yyE # 0 (par définition). Ensuite, dim {J E; =
=1
max ;dim E; (par le théoréme de Baire).

Supposons maintenant que Af = R".

Soit A une droite (passant par 0). On dit qu’une fonction f analytique au
voisinage de 0 est A-réguliére si le germe en 0 de la restriction fx n’est pas
nul. Dans le cas ot A est 'axe des x; on dira que f est xp-réguliére. Si h est
la forme initial de f, alors la condition iy # 0 implique que f est A-réguliére.
Par conséquent I’ensemble des A tels que f est A-réguliére est un ouvert dense
de P"~'. Soit P un polynéme unitaire en variable x, & coefficients analytiques
dans un ouvert de R"7!. On défini lordre de P dans x € R™ comme

ord ,P = min {i : ZTI‘)('l) # 0}

Rappelons le théoréme de préparation de Weierstrass:
Soit f une fonction analytique au voisinage de 0 € R™. §i f est x,-réguliére,
alors on a

f=uP

dans un voisinage de 0, avec u analytique vérifiant u(0) # 0 et P polynome
distingué.

Par conséquent:

Si E est un semi-analytique dans un voisinage ouvert de 0 € R™ décrit par des
fonctions analytiques x,-réguliéres, alors il est décrit aussi par les polynoémes
distingués correspondants dans un voisinage de 0.
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Rappelons encore quelques notations.
SiECMeta€ M,onnotera E, le germe de Eena. Si F C M x N, alors
on pose

Fg=FN(ExN)
et on note avec F'|, la fibre {y € N : (a,y) € F}.

1. STRATIFICATIONS DISTINGUEES

Rappelons qu'une stratification semi-analytique T d’un ouvert G de R”"
est une partition localement finie de G en feuilles semi-analytiques connexes
vérifiant la condition du bord:

Pour chaque I € 7 le bord (dans G), T NG , est une
(a) réunion finie des feuilles de 7 de dimension strictement
inférieure a celle de T.

On dit que cette stratification 7 est compatible avec des sous-ensembles
Ey,...,E; de R", si pour chaque E, on a

FCE, oubien T'CG\E; pourtowt I'eT.

Alors, chaque E, N G est une réunion des feuilles de 7.

On définit stratification distinguée € d'un pavé Q = {(z1,...,2.) € R*:
|z:| < é;} par récurrence sur n.

Si n = 1 une stratification distingude d’'un intervalle (—é,8) n’est que
{(—6,8)} ou bien {(—6,0),{0},(0.8)}.

Supposons que l'on a déja défini les stratifications distinguées pour n —
1. Alors une stratification distinguée d'un pavé @ = {(a1,...,2n) € R* :
|zi| < 6;} de R™ est une stratification semi-analytique finie de @ qui vérifie les
conditions suivantes:

Il existe une stratification distinguée ' du pavé Q' =
{lv;] < 6,1 € i < n—1}de R telle que chaque

(b) feuille I’ de dimension au plus n — 1 de C est le graphe
d’une application analytique I' : I’ — R avec une I'" €
C'.

Il existe un polynome distingué P & coefficients an-
() alytiques dans un voisinage de Q' qui est nul sur
¢ Pensemble V = | J{I' € C: dimT < n — 1} et tel que

Vordre I' 3 @ = ord , P est constant sur chaque I’ € C.

Observons que la condition (c¢) implique que V = {z € @ : P(z) = 0}-vu

que l'on a forcément ord ;P = 0 sur chaque feuille ' de dimension n. Un tel

polynéme P sera appelé polynéme associé i C. Pour chaque I' € C posons
opP

Gt

Pr otr=ord, P pourz el .

Remarque 1. La condition au bord (e) implique évidement que 'ensemble
V={TeC:diml £n—1} est fermé dans Q.
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Les conditions (b) et (¢) impliquent :
Remargque 2. On a

() 0 €T pour chaque T € C.

La condition (b) implique :
Lemme 1. Chaque feuille semi-analytique d’une partition distinguée de

dimension k est le graphe d’une application analytique d’un ouvert semi-
analytique de R* dans R**,

Soit C une partition de Q dans un nombre fini de feuilles semi-analytiques
connexes.

Proposition. Supposons que la condition (b) et la condition (x) de la remarque
2 soient vrates. Alors, la condition (o) équivaut d ce que ’ensemble V soit
fermé dans Q. Donc, la condition du bord (a) est redondante dans la définition
de stratification distinguée.

Pour le démontrer nous utiliserons le suivant

Lemme 2. Soient Q un ouvert et I' une sous-varieté (de classe C1) de R™,
disjoints. Soit a € T NON. Alors,

(), CTq =T, C (), .

En effet, on peut admettre que I' est un sous-espace affin de R*. On a
INNU C T pour un voisinage ouvert convexe U7 de a. Si la thése était fausse,
il existerait un point «+ € TN\ Q : et aussi un y € QN U. Donc, il y
aurait un point = € 90 du segment ouvert (z,y) C U. Evidement = ¢ T', malis
zeNNU C T, ce qui est absurde.

Preuve de la proposition. Stwement Q\17 est 'union des feuilles de dimension

ndeC. Ona
(1) TeC= Irc I eC:dimT’ < dimT}

On le vérifie par récurrence sur n. Nous pouvons admettre que dimI' < n. On
al:T" - Ravec I €C.

Si (u,t) € 9T, alors u € AT’ et u est dans une feuille A’ € C' de dimension
< k=dimT. Alors (u.t) appartient &4 une feuille de C de dimension de A’
(donc de dimension < k), parce que sinon, (u.t) serait dans une feuille de C
de dimension n, donc (u,t) ¢ V', mais 9T C V', parce que V est fermé, et
(u,t) € Or. Par conséquent

(2) T'eC=dr'nI’ = 0 pour toute I'' € C de dimension > dimT.

Car sinon, il existerait un I'" € C tel que ' NI # P et dim I < dimT, ce qui

est impossible.
Grace & (1), il suffit de prouver que si T’ et T' sont des feuilles de C, alors

' NOr # § = I’ C T,
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Nous procédérons par récurrence double: une croissante sur ¥ = dimT et
Pautre décroissante sur r = dim I,
On peut supposer que

(3) " N OT est ouvert dans .

En efffet, sinon, il existerait un point a € (8T NTY) N IT' \ IT'. Done, (par
(1)), on aurait a € T" pour une feuille I € € de dimension < k — 1 et telle
que ATNT" # B, I # T; alors a € 9T, 1l en résulte (par (2)) que dim I > r.
Vu que a € I'NII' et 1" hypothése de recurrence sur k, on aurait IV C 9T et
puis, par ’hypothése de recurrence sur r, I C 8T par conséquent I'' C OT.

Maintenant il suffit de prouver que

' N Ir est ouvert dans I'

(parce qu'il est fermé et alors sera égal a I, vu que I est connexe).
Prenons un point ¢ € I' N II'. On a donc. r < k, grace & (2). Par (3) on a

(4) U'ndr cr’,
avec un voisinage U/ = U; x U, du point ¢ = (a,b), ot U, est un voisinage
de a dans R* et U, est un voisinage de b dans R"~*, Comme I' : @ — R"~*

est une application analytique d'un ouvert Q C R¥ et T : Fo — R"~* est une
application analytique d'une feuille semi-analytique Iy de R k ona

(5) Co,Nn=90

Soit 7 : R¥ x R"™* — R¥ la projection naturclle. Soit Iy un voisinage ouvert
de b tel que U; C U, et soit U = U; x Uy, Alors, par (4), on a Or'N(ax U, T3) =c,
mais, par (5), (¢ X R"~ YA T = §; donc, il en resulte que T N (@ x U3) = ¢,
dou TN (U X Uz) U pour un \01smage Uy C Uy de a. Ainsi, apres avoir
diminué U; & Uy, TN(Uy x U2) € U. Soit Qg = (T NTU). On a

(6) €9 NU, = (u.t') € OFNU avec un t'.

Car, pourun ¢’ ona (r,#) €T N (U x U)\(TNU)C U\T.

Par (4) on a (r,t') G T, donc r € Ty. et 9 NU; C Ty. Selon le lemme
(pour Qg et Tg) Lo N U C £y avec un voisinage U1 C U; de a.

On aura maintenant, I’ N U” C T, dou U" = U, x U, (ce qui terminera
la preuve). En effet, si (z,¢t) e 'NU", onax €y ﬂUl , donc z € 90y, d’ot,
grace a (6), on a (z,t') C 0T N U avec un t'. Alors, par (4), on a (z,t') € T,
ce qui donne enfin ¢ = t' et (x.t) € OT.

La condition (b) implique qu'il existe une suite des stratifications distinguées
Cpn=0C,...,Cq des pavés Q, = Q CR",..., Q1 C R avec Qi = mk(Qk+1) O
o REFL O RF m((21,. o0 2a1)) = (21, ..., @1), telle que chaque feuilleT €
Ciy1 de dimension < k est le graphe d'une application analytique T : I'-R
avec I'" € C;.
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Soit ' un strate de C. On définie par récurrence T'y, = T, 'y = m(Tiy1) €
Ck. Soit P; un polynéme associé & Cr. On a alors:
Remargue 3. Si T es une feuille de dimension [, alors

rc{pl»=-=Pr' =0}
Ceci implique, vu le théoréme des fonctions implicites (voir p.e. [4 ] 123), le

fait suivant:

Corollaire. II eziste une application analytique F : U — R d’un voisinage
U de Q telle que T,I' = Kerd,F, pour tout z € .

En effet, il suffit de prendre F = (P,I:, oy P,I::,") , comme le jacobien de
F par rapport a (xy41,...,2,) est

" 9P}
H- 140 dansT.
a.”l.'j

J=I+1

Observons enfin :

Remarque 4. Il existe un pavé arbitrairement petit Q' C @ , arbitrairement
petit, telle que les traces des feuilles de ¢ sur @' forment une stratification
distinguée de Q'*.

2. THEOREME PRINCIPAL

Nous allons énoncer le théoreme qui est le but de ce travail.

Théoréme des stratifications distinguées. Soient E,,...,E; des sous-
ensembles semi-analytiques quelconques d'un voisinage owvert de 0 € R”™.
Alors, aprés un changement linéaire de coordonées dans R", il existe une stra-
tification distinguée d'un pavé Q = {(x1,...,v,) € R" : |a;] < 8}, arbi-
trairement petit® | qui est compatible avec tous les E,,...,E,.

On voit que le théoreme implique facilement

Théoréme de "adhérence. L’ adhérence d'un semi-analytique est un sems-
analytique.

Théoréme de composantes connexes. La famille de composantes con-
nezes d’un semi-analytique est localement finie et chacune de ces composantes
connezes est semi-analytique.

Il s’ensuit que :

Un sous-ensemble d’un semi-analytique E , lequel est ouver-fermé dans E,
est toujours semi-analytique. Le théoréme d’adhérence entraine visiblement les
deux propietées suivantes de la dimension :

(1) dim(E\ E) < dimE si E # 0.
(2) dimE = dim E.

4“arbitrairement petit” veut dire que chaque voisinage (de 0) contient un tel pavé.

5Voir la remarque 4 de 1.
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(vu que pour une feuille I' d’une stratification distinguée on a dim 8" < dim I').
Remarque. La restriction d’une stratification distinguée d’un voisinage @ &
un voisinage ouvert Q' C Q est encore une stratification distinguée.

3. LEMMES AUXILIERES

Considerons le polynéme “générique” Py(z) = z*¥ 4 ¢;2F 1 +... 4+ ¢; , olt
z€Cetc=(cy,...,c;) € C*. Posons

W, = {c € C*: P.(z) a au plus s racines distinctes }.

Soient A = {1,...,k} et

De(z1y..yzp) = Z H , s=0,...,k—1.

JCN <y
#I=k—s p,rel
Comme Dy(z1,...2¢) est un polynéome symmétrique, on a D, = D, 0 o avec
o ={01,...,01), O1..... oy les fonctions symmétriques élémentaires (par le
théoréme des fonctions symmétriques). On appelle les D, “discriminants
généralisés” (voir p. ex. Mostowski {6] p. 10).

Lemme 1. On a la formule : W, = {¢ € C* : Dy(¢) = -+ = Dy_,_1(c) =0} .
En effet, si c€ W, et z = (z1,....2;) est une suite compléte des racines de
P.z)ona #{z1,...,zx 2k} € s, done Dy(z) =+ - Dr_e—1(z) = 0; ce qui implique
Dy(c)=--+=Dg_y_y(c) = O.
Soit ¢ € C* tel que Dy(c) =+ = Dy_,_q(c) = 0. Soit (zy,..., zx) une suite

compléte des racines de P.. Si on aurait ¢ ¢ W, s+ 1< #{z1,...,21} =t ;
solent z1,...z les ¢ racines distinctes de P.(z) : alors

Dz, 2k ) =Dy(e)=0 sio j=0,1,...h—s—-1;
comme k —t <k —s5—1,
0 = Deorlzrnnz) =[] (2w —2)%,
n<v
war€fl,..., t}

c’est qui est absurde.

Une conséquence inmediate du lemme 1 est
Lemme 2. L’ensemble VW, est algébrique.
Corollaire. Soit G un ouvert de C" ct considérons un polynime
P(v,z) = FLER Cl(l’):k—l + - cr(v)

4 coefficients cy,...,cx holomorphes dans G. Soit a un point de G tel que
P(a,.) a précisément r racines distinctes. Alors, il eziste un voisinege ouvert
U de a tel que l'ensemble suivant est analytique:

Z={velU:P(v,.)) aprécisémentr racines distinctes }.
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En effet, le lemme 2 implique que pour s € {0,...,k} quelconque 'ensemble
Z,={veG:Plv..) aauplus s racines distinctes }

est analytique, comme il est !'lmage réciproque de I'ensemble W, du lemme 2
par 'application holomorphe (c;,...,cx): G — C*. Or 'ensemble

R={veG:Plv,) aprécisément r racines distinctes }

est égalea Z, \ Z,_;. Vuque a & Z,_, , on peut choisir U disjoint avec Z,_;
et alors 'ensemble Z = RNU = Z, N U est analytique dans U.

4. LEMME DE BASE ET SES CONSEQUENCES

Le suivant lemme joue un role essentiel dans la preuve,

Lemme de base. Soit G un ouvert de C" et considerons
P(v,z)= ok + (,'1(('):“'“1 + 4 cr(v)

un polynéme unitwire & coefficients holomorphes dans G. Supposons que le
nombre v de racines distinctes de = — DP(v.z) ne dépend pas de v dans G.
Alors, sic € G, 1l existe un wvoisinage ouvert U de ¢, tel que

{{r.2)eUxC:Pe.2)=0} = U---UC(,
ot (; sont des graphes des fonctions holomorphes et ¢; # (; dans U, lorsque
Pour le démontrer on va utiliser le lemme suivant:

Lemme. Soit Q un polynéme unitaire d coefficients holomorphes dans un ou-
vert U de C" et so1t Q un ouvert de C. Supposons que le polynéme Q(v,.) n'e
qu’une seule racine ((v) dans Q et que la multiplicité de cette racine ne dépend
pas de v dans U. Alors la fonction ( : U — C est holomorphe.

En effet, si 'on note avec v cette multiplicité, on a alors

ar-lQ . B arQ
a:r_l ('U, L(l )) — 0 et’ a:r

(v, ¢(v)) #0.

La fonction ¢ est continue vu le théoréme de continuité des racines (voir p. ex.
(4], pag. 87) et le fait que {(v) est la racine unique de Q(v,.) dans . Ceci
implique le lemme par le théoréme des fonction implicites (voir p. ex. {4], pag.
109).

Passons a la preuve du lemme de base. Soit (z1,. .., 2x) la suite compléte des
racines de P(c,.). On a une partition ' = I[;U---Ul,,oul; = {v € K : z, = a;}
et aj,...,a, sont toutes les racines distinctes de P(c,.) (4) . Soitun § >0

) Rappelons que I = {1,... k}
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tel que 8§ < Imin {|a; — a;]|:i # j}. Par le théoreme de continuité des racines,
il existe un voisinage ouvert U de ¢ tel que si v € U on peut arranger la suite
complete z;,...,z‘k de P(v,.) de maniére que Iz: —-z| <6 1<i<k En
notant By = {w € C" : |«wo ~ a;] < 6} on a donc z, € B;, v € I;. Observons
que les boules B; sont disjointes. Par conséquent tous les z,,, v € I; sont égals.
Notons-les avec (;(v). Par le lemme (avec §) = B;) toutes les (; sont forcément
holomorphes dans U.

Le lemme de base implique certaines consequences dans le cas réel que nous
allons utiliser.

Corollaire 1. Soit I’ une sous-varicté analytique dans R™ et soit
Plu,ay =2+ ay)a* 1+ 4 ap{u)

un polyndme unitaire ¢ coefficients analytiques réels sur I'. Supposons que le
nombre r de racines complexes de = — P(u,z) ne dépend pas de u. Alors, a1
¢ €T, 1l existe un wvoisinage ouvert U de ¢ dans T tel que

{lu,2) e UxC:Plu.z) =0} =& U---UE,

ot & : U — C sont analytiques, ou bien réelles ou bien telles que Imé; # 0

dans U.

En effet, on peut supposer que I' = G C R™ avec m = dimT (en faisant un
changement analytique de coordonées vu que 'assertion est local). On peut
prendre les complexifications @; holomorphes dans un ouvert G de ¢ dans C™
(consideré comme une extension de R™) et de maniére que U = GNR™C G
et a; = a; dans U. On peut admettre que U et G soient connexes (p. ex., en
prenant des boules). Considérons le polynome

D k—1

Plw,z) = zF + @ (w)z + o 4ap(w)

Par le corollaire de 3, 'ensemble
Z = {w € G : P(w,.) a précisément r racines complexes distinctes }

est analytique. On peut supposer que G est defini par certaines fonctions
holomorphes (apres avoir diminué G). Comme ces fonctions s’annulent sur
U C G, on a forcément Z = G. Clest-a-dire 13(10,.) a précisément r racines
distinctes pour chaque w € C~v'.~ Selon le lemme de base, aprés avoir diminué G,
onaZ=~_( U Ul ol (;: G— Csont holomorphes et ; # (; lorsque 7 # j.
Il en résulte que

V={{uz2)eUxC:Plu,z)=0}=6U--- U,

oué; = ((i)v : U — C sont analytiques. Comme on a aussi V = £ U---UE, et

U est connexe, alors pour tout 7 on a forcément £; = E avec un j; si ¢ = j alors

£, est réelle, si non , nous avons &; # €; dans U, c’est-a-dire Im&; # 0 dans U.
Il résulte de la preuve du lemme et du corollaire la suivante:
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Remargue 1. On peut completer le corollaire 1 avec l'observation que pour
chaque j = 1,...,r, il existe un / € N tel que

1
%‘g(“sf;’("l)) =0 , pourtgl!
otp
For (&) £ 0
dans U.

Corollaire 2. Sous les hypothéses ct les notations du corolaire 1, supposons
que R est un diviseur de P dans l'annean de polynémes réels é coefficients
analytiqgues sur T' . Supposons en plus que R soit unitaire. Alors chaque
point ¢ € ' posséde un woisinage ounert W tel que

{(u,2) € W xR: R(u,2) =0} = (£a, Jw U+ U (€a, I

avec certains a; < -+ < a.

Pour le voir, observons que toutes les racines de R{c,.) sont précisément:
€s,(¢c),..., &s,(c) avec By < .-+ < 4,. En prenant un voisinage ouvert W
suffisamment petit on vérifie facilement que 'on a

{(u.2) €U x C: R(u,z) =0} = (€5, w U---U (£, )w

en utilisant le corollaire 1 deux fois. une pour R et 'autre pour P.

Proposition 1. Scus les hypothése du corolleire 1, st l’on suppose de plus
que I' 301t conneze, on a

{lu, ) €T xR:Pluw)y=0} =& U~ U,

ot & : T — R sont analytiques réelles et & < -+ < €, dans T

En effet, on a V'assertion localement, c’est-a-dire avec un voisinage (dans
I') d’un point ¢ € T quelconque, au lieu de I'. Par conséquent chacun des
ensembles

{v €T: P(u,.) aprécisément j racines réelles }, j7=1,2,...

est égal a T on1 vide. Ceci montre que le nombre ¢ des racines distinctes réelles
de P(u,.) ne dépend pas de v comme il est une fonction continue de u. Aprés
les avoir ordonées localement on obtient les racines analytiques &, ..., &, dans
I

Grace a la remarque 1, il en résulte la suivante:

Remarque 2. On peut completer la proposition 1 avec 'observation que sur
chaque §;, j=1,...,q, Pordre &; 3 2+ ord . P est constant.
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Proposition 2. Sous les hypothéses et les notations de la proposition 1,
supposons que R est un diviseur de P dans l'annean de polyndmes réels d
coefficients analytiques sur T'. Supposons en plus que R soit unitaire. Alors
on a

{{t,2) €T xR: R(u.2) =0} =&, U+ Ué,,
avec certains ay < -+ - < Q.

Ceci résulte du corollaire 2 vu que ' est connexe chacun des ensembles
{u € T : R(u,.) a précisement j racines distinctes }, j = 1,2,..., est ou bien
" ou bien vide, ce qui donne la thése.

5. LEMME DE THOM

Lemme de Thom. Soit P un polynime d une variable réelle de degré k et
301t © = (fy,...,0k_1), avec 8, égal a (~00,0) ouw & {0} ou d (0,00), (r=
0,...,k—1). Alors, l'ensemble

" P
It'

Ap={teR: ——(1)€b,.0<r<k—1)}

est conneze: soit un intervalle ouvert, soit réduit & un point, soit vide.

En efect, ’assertion étant évidente pour & = 0, supposons la vraie pour & —1
avec un k > 0, et applicons-la & P'. Ou a

A(.):{fER P Ef)u}ﬂAl

ol AI—{tER ‘(l;,,( )eb,.j=1..... k—1}. Le cas ol A, est vide ou se
réduit & un point étant trivial, supposons que A est un intervalle ouvert (par
la récurrence); on a alors P'(x) # 0 dans Ay, donc P est strictement monotone

dans Ay, doll Ag = {r EAI.P. > 0}, soit Ag = {x € Ay : P(z) =0},
soit Ag = {x € A : P(xr) < 0}.

Corollaire. Soient m < --- < TN toutes les racines des polynémes P, P', ...,
P®=1 _ Alors la famille des Ao non videx est egal & :

{(—=o0, 7). {11 }.{ ) {2 }oe (TN 00) )

Pour le vérifier, on ohserve que chacun des ensembles de la seconde famille
est contenue dans un de la premicre, tandis que la réciproque est vraie par le
lemme de Thom.

6. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL

Nous allons démontrer le théoréme énoncé dans 2 par récurrence sur la di-
mension n de 'espace. Il suffit de trouver une stratification compatible avec
les fonctions qui décrivent Ey, ..., E; dans un voisinage U de 0 € R™. Aprés
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un changement linéaire de coordonées on a un nombre fini des polynoémes dis-
tingués en variable z, qui les décrivent, Ry,..., R,. Posons

(*) R = H R] N I\ = (legzn R 5

et
IR 'R

P - 07 n (').rﬁ_l

avec une constane C (= H]:é(l- J)F7177) telle que P soit unitaire. Soit
! = deg,, P. Pour chaque s € {1,. ,1 } posons

A, = {u € R*" ! : P(u,.) a précisément s racines complexes distinctes }

Par le lemme 2 de 3, A, est un ensemble semi-analytique dans un voisinage de
0 € R™!. Donc, il existe une stratification distinguée C' d’'un voisinage ouvert
Q' de 0 € R" ™}, compatible avec tous les A,. Si

‘43: U F’qt *‘\81:{(”--1'11)61‘;'XR : P(u,arn):O}’

on a par la proposition 1 de 4 :
1) (rae) (1) (Tat
(@) Ap=E& U ugr avee gy <<

Observons que d’apres la remarque 2 de 4. sur chaque fﬁf) l'ordre 2 — ord , P
est constant. Apres avoir diminué Q'. nous pouvons supposer que les fonctions
W 1gsgl . 1€t<n, .« 1<) <ry

st

sont bornées par un é > 0 arbitrairement petit. Par conséquent on peut avoir
le pavé de R*, @ = Q' x (—0.4) contenu dans 7. Prenons la partition de Q ,

suivante

s,t,7

= {f(])} U { composantes connexes de @\ |J f(J)} .
4.5

Pour s € {1,...,n}, t € {1,....n,}, posons

B = {(u,20) € Ty x (=6.8): 2 < €2 ()},
B = {(uy2n) €T, x (=6,8) 1 €Pu) < 2y < €5 )}, 7 =1, ,r0 =1
Bg:"’:{(u,mn)éri_,><(-—6,6) 1,,>£(r")( )},

Z0 = {(u,20) €Ty x (=6,8) 1 2, = E2'(0)}, P=12
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11 s’ensuit de la construction que la famille

¢'= {Zi{)}s.l.ju {Bf,{)}s”

est une partition de Q , plus fine que C . Il suffit donc de vérifier que
les Bﬁi’ et les Zif) sont semi-analytiques. Soit © = (8g,...,80;-1) avec 8; €
{(—0,0),{0},(0,00)}. Posons

, L O'R
Cot =13 (u,zn) €T, x(—0.6) : W(u,wn)EHP,OSpgk——l

Soit u € F;,. Pour chaque j = 0,...r, 1l existe un @]B(u) = (fo,...,0k-1)
unique avec §; = (—o00,0), ou bien {0}. ou (0. 00 ) tel que

(7 ]
(le ) = (C(-)Iﬂ(u).s.t)
u u

(grace au corollaire du lemne de Thom). De méme, pour chaque j =1,...7ry
il existe @Jz(u) = (fp,....0;-1) unique avec #; = (—o00,0), ou bien {0}, ou

(0,00) tel que
(Z.E{))“ = (C'(-)f(u).s,r)u .

Les applications

OF 1 T\ 3 u— 08(u) € {(~00.0),{0}.(0,00)}
07 : Iy 3 ur— O%(u) € {(~2¢.0), {0}, (0, 00)}*

Ay S p
sont localement constantes grace & la continuité des {:f) et 3—1%, donce con-
< n

X . )
stantes, vu que I',, sont connexes. On a donc sz = Cpb 4y Zﬁf) =
P s,

Coz 4+ Ceci montre Iinclusion C' C {Courlg , -

i , " O . .

Par conséquent les éléments de la partition C sont des feuilles semi-
analytiques. Ensuite, la partition C’ cst compatible avec les Ey, ..., E,, comme
elle est compatible avec tous les R, . grice a la proposition 2 de 4 et vu la
définition de Cg s et I'égalité (x). Il en est de méme avec C, parce que
l'ona R;j #0, j =1....,s, sur chaque composante connexe de @\ J 52) .

8,15

Par la construction, les conditions () et (¢) des partitions distinguées sont

satisfaites. Comme on a

V={reQ:Pl)=0},

la condition (a) résulte de la proposition de 1. Ceci termine la démonstration.

Le théoréme entraine les faits suivants :
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Remarque 1. L’ensemble des changements linéaires de coordonnées aprés
lesquels la thése du théoréme des stratifications distinguées subsiste, est dense.
Il en résulte que si E;,...,E; C R" sont semi-analytiques et a € R® , alors
pour chaque sous-espace linéaire N C R" de dimension k& d’un sous-esemble
dense de G(R") il existe un voisinage arbitraiment petit V de a tel que
les images des EyNV,...,E, NV par la projection parallélement & N (sur
un supplémentaire de N quelconque) soient semi-analytiques.

Il est clair que 'on a démontré I'énnoncé suivant :

Corollaire. Soient E\,...,E; des sous-ensembles semi-analytiques, décrits
par des polynémes distingués Ry, ..., Ry dans un voisinage ouvert de 0 € R™.
Alors, aprés un changement xy,...r,_, de coordonées dans R™™*, il existe une
stratification distinguée d'un pavé Q = {(xy,...,r,) € R" : |a;| < 6;} qui est
compatible avec tous les Ey,... . E,.

Remargue 2. Observons qu'il résulte de la preuve du théoréme que l'on peut
avoir dans le corollaire une stratification €’ compatible avec un nombre fini des
fonctions analytiques au voisinage de 0 € R”™! | aussi qu’avec un nombre fini
des ensembles semi-analytiques.

7. SUR LES SEMI-ANALYTIQUES DE DIMENSION <1

7.1. On appellle arc semi-analytigue (de R") une sous-varieté analytique
A C R" isomorphe a Uintervalle (0,1). semi-analytique dans R”, relativement
compact et tel que si ¢ : (0,1) — X est un isomorphisme analytique, les limites
de ¢ dans 0 et dans 1 — on va vérifier qu'ils existent toujours — sont distinctes.
On les appelle les extremitées de ['arc.

En effet, ceci résulte du théoréme des composantes connexes. A savoir,
supposons que par example la limite de o en 0 n'existe pas. Alors on aurait
deux points limites @ # b. Soit H I'hyperplan perpendiculier au segment [a, 3]
et qui passe par le point %_L” L’ensemble H N A n’a qu’'un nombre fini de
composantes connexes. ce qui donne facilement une contradiction.

7.2. Soit E un sous-ensemble de R” et soit « € E. On défini le céne tangent
C.(E) C P" de E au point a de la maniére suivant: on consideére 'application

W:E\a3r— R —a)e P!

et le cone est défini par 'égalité W], = a x Co(E). Il en résulte facilement
que si f est une fonction analytique dans un voisinage de 0 € R", qui n’est pas
identiquement nulle, alors

Col{f=0})c{f,=0}cP?

ou f, est la forme initial de f. Ensuite, si E est un ensemble semi-analytique
décrit dans un voisinage de 0 par les fonctions analytiques fi,..., fi, ona

Co(EYC{h =0}U---U{h, =0} CP"?,

ot hj est la forme initial de f;.

7.3 On va démontrer la proposition suivante:
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Proposition. Soit 7 : R" — R*, n((#y,....20)) = (z1,...,2k). Pour chaque
E semi-analytique, borné et de dzm?n«mn < 1, l’image 7(E) est un semi-
analytique borné et de dimension < 1.

On aura besoin de deux lemmes.

Lemme 1. Tout semi-analytique E de R" de dimension < 1 et borné est une
réunion finie des arcs semi-analytiques et des points. Aprés un changement
Linéaire des coordonnées, chacun de ces arcs est le graphe d’une application
analytique d’un intervalle (ouvert et borné) dans R*~1,

Il suffit de démontrer le lemme pour ENU , ou U est un voisinage d’un point
de E. Soit donc a un point de E. Evidement on peut supposer que a = 0.
Alors, d’apreés le théoréme des stratifications distinguées, apres un changement
de coordonées il existe une stratification distinguée C d’un intertvalle @ de R™
compatible avec EN @, ¢'est-a- dire, ENQ = |JT; ou T, € C. Comme on a
dimE N @ < 1, done, par la définition de la dimension (voir Pintroduction),
on a necesairement dim ') < 1. Donc. chaque T'; est un point ou un graphe
d’une application analytique d’un intervalle (ouvert et borné) de R donc un are
semi-analytique (vu le lemme 1 de 1).

Lemme 2. Soit n > 2 et soit T' un arc semi-analytique de R™ ayant 0 pour
une extrémuté. Supposons que I' n'est pas contenu dans Uaze I des z,. Alors,
i existe une fonction analytigue F duns un voisinage ouvert W de 0 tel que F
est T,-réguliére et F =0 sur TNIT,

Preuve. On procéde par réeurrence sur n.
Supposons que n = 2. Notons les coordonées avec ¥ = ry, y = x3. Pour un
voisinage W' de 0,1'ensemble I'N 1™ est une réunion des ensembles

{h,=0}nNnCG, i=1...,8

avec des h; # 0 analytiques dans W™ et des ouverts semi-analytiques G;. Il en
resulte que la fonction analytique t = iy -+ - h, # 0 s'annulle sur TNW'. On a

le développement
>
)= Z aily)x’

1=0

dans un voisinage de 0 € R?, avec a;(y) analytiques dans un voisinage de 0 € R.
Alors,ona ag = -+ = ag—; =0 et ap # 0 dans un voisinage connexe de
0 € R. Par conséquent

hir,y)=2"F(r,y)

o
ou F(z,y) = Z ai(y)r'™* est analytique dans un voisinage de 0 dans R2.
1=k
Alors F est y-réguliére (vu que F(0.y) = ax(y)) et s’annule sur I' N W, pour
un voisinage W C W' ouvert de 0 € R%.
Passons au cas général avec n 2 3. S'il existe un plan H qui contient I et
T on se reméne an cas n = 2. Car on peut admettre que H = R? x 0 et alors
F o p est une fonction demandée ott p : R® — R? est la projection naturel.
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Supposons que I et I' ne soient pas contenus dans aucun plan. On va
procéder par récurrence sur n. Il existe un voisinage U de 0 tel que TN U
soit décrit par les fonctions f; #0,..., f, #0. Alors, on a

(%) Co(T) C C = {hy =0} G-+ U {h, = 0}

ol hj est la forme initial de f; (voir 7.2). Evidement D = P"~! \ C est un
ouvert dense dans P"~1,

On va démontrer qu'il existe un changement linéaire de coordonnées dans R"
apres lequel les deux conditions suivantes soient satisfaites. Soit « : R® — R™~?
la projection naturel, 7(xy,...1,) = (r1,...,Tn=1).

(1) Il existe un voisinage W de 0 € R" tel que I'* = x(T') ot [=Inw
est un arc semi-analytique.
(2) T* n'est pas contenu dans 'axe des r,_;.

En effet, prenons un A € D tel que A # I. On fait un changement de
coordonnées tel que A soit 'axe des x,, et I soit I'axe des 7,,_;. Alors, par (%),
les fonctions devient r,-régulitres, et par le théoréme de préparation on peut
les remplacer par des polynomes distingués dans la description de T' dans un
voisinage de 0 € R™. Selon le corollaire du 6. I' est une réunion finie des arcs
semi-analytiques et des points, et leurs projections sont aussi des arcs semi-
analytiques ou des points. Un de ces ares. I' C I', admet 0 comme extremité.
Comme il est ouvert dans [, on a [ = I'N W avec un voisinage ouvert W
de 0 dans R™. Il est impossible que 7(I') soit un point, parce que alors T’
serait contenu dans une droite (I'axe des xv,) et donc T et I seraient contenus
dans le méme plan. Donc I'* est un are semi-analytique. La condition (2) est
évidement satisfaite, parce que si non, I' serait contenu dans le plan 0 x R2,

Par 'hypotheése de récurrence et grace aux conditions (1) et (2), il existe une
fonction F*, analytique dans un voisinage W™, x,_;-réguliere et F* =0 sur
*NW*. Alors, on voit que la fonction analytique F = F*or |, est a,-réguliére
et que l'ona F =0surI.

Preuve de la proposition. Il suffit de considerer le cas k = n — 1. Par le
lemme 1, il suffit de démontrer ceci pour un arc semi-analytique I', tel comme

dans ce lemme. Soit ¢ € . On peut supposer que a = 0 et que 0 est une
extremité de cet arc. Il y a une boule ouverte B de centre «a tel que

rNB={J S,

=

ou S; ={zr € B:hj(x) =0, fs(x) > 0..... fjs,(x) > 0} avec hj, f;; analy-
tiques dans un voisinage de B. Fixons j. Evidement, il suffit de montrer que
7(S; N U) est semi-analytique pour un voisinage I/ C B de 0.

Si 0 ¢ S; ousiO est un point isolé de S;, I'assertion est trivial. Supposons
donc que 0 € ._57 et que 0 ne soit pas un point isolé de de §;; alors il existe un
voisinage V C B de 0 dans R" tel que I'; = §; NV est un arc semi-analytique
d’extremité 0.



STRATIFICATIONS DISTINGUEES ... 97

Cas 1. On suppose que hj est x,-réguliere. On peut admetre que tous les
fji sont z,-réguliéres, parce que chaque f;; qui ne soit pas réguliére peut étre
remplacé par fj; + hj dans la description de S;. Ensuite, par le théoréme de
preparation de Weierstrass, S; est décrit par des polynémes distingués dans un
voisinage de 0 dans R". Selon le corollaire de 6, il existe un voisinage ouvert
U C B de0 € R" tel que S soit réunion fini des feuilles semi-analytiques,
I'image de chacune par = étant semi-analytique. Ceci montre notre assertion.

Cas 2. On suppose que hj(0,...,0.0,) = 0 et que I'; est contenu dans 1'axe
des z,. Alors #n(I";) = 0.

Cas 8. On suppose que h;(0,...,0,r,) = 0 et que ['; n’est pas contenu dans
l'axe des x,,. D’aprés le lemme 2, il existe une fonction analytique H; dans un
voisinage (2; tel que Hj est x,-régulicre et H, = 0 sur I'; N Q;. Par conséquent
on peut remplacer i par /13 + H? dans la deseription de I'; N et alors (apres
avoir diminuer B) on s’est ramené au cas 1.

8. LA SEPARATION REGULIERE

8.1. Soit 7:R" = R*, n({wy,...,00)) = (&1, ..., 2k).

Lemme 1. Soit ' une feutlle d'une stratification distinguée de dimension p et
supposons que le rang de wp soit constant et < p. On a alors, 7 (I') = =x(E)

avec un semi-analytique compact E C T de dimension < p.

En effet, par le corollaire de 1. il existe une application analytique F : U —
R™~? d’un voisinage U de Q tel que T,T = Kerd, F pour x € I'. Notons par
d:U>32 v+ d,F € L{R".R"?). Soit L une forme linéaire sur R” et non
constante sur une composante de la fibre de rp.

Soit A un fibre quelconque de np.

Supposons que A soit compacte. Alors, Ly : A — R atteint le maximum
dans un point xy. Gréace au théoréme du rang constant, 'espace

Te = (0xR"M)NT,, T = Ker(3(xy), )

est de dimension p —r, donc rang (®(.r)).7) =n~p+r,etonadepluszy € 4
ou

A={r el :Ker(®(zx),7r) CRerLl} =
{r €T irang(P(a),m)<n—p+r}=I'nZ

ou Z est le sous-ensemble analytique {r € U : rang(®(z),7) S n—p+r} de
U. On a A G T, parce que si non L serait constante sur chaque composante
connexe de chaque fibre. Il s’ensuit que dim 4 < p.

Dans le cas qui reste, A n’est pas compacte et alors le bord JA est non vide
et contenu dans JT".

Par conséquent on a 7 (9T UA) = = (f) et I'ensemble AT U A C T est
semi-analytique de dimension < p (voir 2 ).
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Lemme 2. Pour une application lincaire quelconque 1 : R™ — RP, ’ensemble
{¢ € LR",R¥) : dimy(Ker ) < r}
est toujours semi-algebrigue.
Car en considerant la restriction v'ker, on voit que
dim ¢¥(Ker ) = dim Ker o — dim Ker (¥, )

d’ou il résulte facilement la thése, vu que les ensembles des applications linéaires
{a: dimKera = s} sont toujours semi-algebriques.

Lemme 3. Soit I' une feuille d'une stratification distinguée. Alors U’ensemble
{z €T :rang ,nr <1} est semi-analytique .

Il suffit d’observer que 'ensemble cn question est égal a
{rel:dimm(Ker®(2)} <7} =TNd! ({a: dimn(Kera) < r})
ou @ : 1+ d,. F avec une F sclon le corollaire de 1 pour T

Lemme 4. Soit I une feuille de dimension p d'une stratification distinguée.
On a alors

ot Z est un semi-analytique de dimension < p et les I'; sont des feuilles
des stratifications distinguées, de dimension p et telles que mp, sont de rang
constant.

En effet, posons r = rang np. D'aprés le lemme 3, 'ensemble Zg = {z € T":
rang .mr < r} est semi-analytique dans R” et analytique rare dans I', donc de
dimension < p. Il s’ensuit que I'y = T'\ Z, est une feuille semi-analytique de
dimension p et telle que 7, est de rang constant r. Gréce au théoreme des
stratifications distinguées I'y est une réunion finie des feuilles des stratifications
distinguées: I'; de dimension < p et ', de dimension p avec 7+, de rang contant
r. Par conséquent |'ensemble

Z:Z[)UUFI]
J

avec les feuilles T', . répondent a la question.

Proposition 1. Soit E un semi-analytique compact de R”. On a alors n(E) =
7(B) avec un semi-analytique compact B C E de dimension < k.

On procede par récurrence sur p = dim E. Supposons donc que 'onap > k.
Grace au théoreme des stratifications distinguées E est une réunion finie des
feuilles I' des stratifications distinguées. On peut donc admettre que E =T
avec une telle feuille de dimension p.

Soit Z et T'; suivant le lemme 4. Alors rangsr < & < p, dong, d’ap_r_f‘_:s le
lemme 1, on a W(ﬁ) = n(FE) avec un semi-analytique compact E; C I'; de
dimension < p.

Par conséquent, 7(E) = 7(ZU|J E;) ce qui termine la preuve, vu ’hypothese

1

de récurrence.

Supposons maintenant que 7 : R" — R? (c'est-a-dire k = 2).
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Proposition 2. Pour chaque semi-amalytique compact E de R™, son image
w(E) est semi-analytique {compact).

On peut admettre que dim E < 2 vu la proposition 1. Par le théoréeme des
stratifications distinguées, E est une réunion finie des feuilles I' des stratifica-
tions distinguées de dimension < 2. On peut donc admettre que E = T avec
une telle feuille I ’

Grace au lemme 4 et la proposition de 7.3. il suffit de considerer le cas d’une
feuille I' de dimension 2 et telle que le rang de 7 soit constant et égal & r.

Sir=1,o0nan(E)=n(E])avec un semi-analytique compact E; C E de
dimension € 1, vu le lemme 1. Alors, la proposition de 7.3 implique la thése.

Dans le cas qui reste, r = 2, I'ensemble F = 7(F) est fermé, G = n(I') est ou-
vert et Z = w(0I') est semi-analytique (par la proposition de 7.3). L'ensemble
G\ Z = F\ Z est ouvert-fermé dans le semi-analytique R%\ Z, donc il est semi-
analytique {voir 2), d’ott il résulte que F = (F'\ Z)U Z est semi-analytique

8.2. Rappelons d’abord que si|a,| € ', i=1,...,k, alorson a |[&| < 2r pour
toute racine € du polynéme +% + ¢ 0¥~V 4o 4oay.

Lemme 1. §i G(r.y) est unc fonction anelytique au noisinage de 0 dans R?,
telle que G(0,y) £ 0. alors on o {G = 0}NT C {|y] < c|r]|*} avec un voisinage
U de0 et des ¢, a > 0.

En effet, vu le théoreme de préparation. on peut admettre que G{z,y) =
Yy fa(z )y 14 +ap(r) avac les ¢, analytiques au voisinage de 0 et vérifiant
la;(z)] € (dlx]/*) i=1..... k. avec un d > 0. On a alors |y| < 2d|z'/* pour
tout point (r,y) € R? d'un voisinage de 0. qui vérifie G(x,y) = 0.

Lemme 2. Si E C [0.oc) x R est un semi-analytique compact de R? tel que
ENn(OxR)c 0 Alors on o EC {ly] < clal®} avec certains ¢,a > 0.

En effet, il suffit de montrer que la fronticre B de E est contenue dans
un {ly| € c|z|*}. Or. on a dimB < 1. Soit P un polynéme associé a une
stratification distinguée d'un voisinage @ de 0 € R? {dans un systéme des
coordonées linéaires dans R?). compatible avee B. On a alors BNQ ¢ {P = 0}
(vu (¢) dans 1). On a ensuite P{a,y) = +"G(r.y) dans @ avec un r et avec une
G analytique vérifiant G(0.y) # 0. Par conséquent, ona BNQ\ 0 C {G = 0},
d’oti il résulte selon le lemme 1 que BNU C {|y] € c|z|*} avec un voisinage U
de 0 et des ¢, o > 0.

Il en résulte la version suivante de la séparation réguliere:

Théoréme. Soit 4 un sous-compuct d'une varieté analytique, et soient
p:A- R, ¢: 4> R denz fonctions continues auz graphes semi-analytiques .
Si {o =0} C {¢ = 0}. alors jy{r)| < c|p(2)|® dans 4 avec certains ¢, a > 0.

En effet, il suffit d’observer que 'ensemble {(o(z),¢¥(2)) : = € A} est un
compact sous-analytique de R?, done semi-analytique selon la proposition 2 de
8.1, vérifiant les hypothéses du lemme 2, et on a done l'inégalité demandé.

8.3. Le théoréme de 8.2 reste valable pour les fonctions continues aux graphe
sous-analytique (voir [5]. II1.1) avec la méme démonstration.
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On observe, en s’appuyant sur le théoréme du complementaire de
Gabrielov (voir (3] et [5] II1.4) que si F est un sous-analytique, le graphe de
la fonction-distance = —— p(z, F)) est sous-analytique, car son graphe est égal

8

m({(z,t,y):y € Flx —y|l=t}) \r ({(x,t,y) :y € F, |z —y| < t}),

olt 7 : R™1 x R® — R"*! est la projection naturelle, et les ensembles projetés
sont y-relativement compacts, (voir [5] III.1, prop. 1.2.2).

Sil'on prend o = fet ¢v: 432~ p(z,Z) oublen p: A3z — p(z,B)
et p : A3z p(r,AN B) dans le théoreme de 8.2, il en résulte les deux
théorémes suivants.

Théoréme 1. Soit f : 4 — R une fonction analytique avec A C R" semi-
analytique compact (c'est-d-dire. laquelle se prolonge sur un voisinage de A d
une fonction analytique). On a alors:

F(0) 2 Cp(r. Z)Y en A4

avec des constants N >0 et > 0. o0 Z = {v € 4: f(x)=0}.

Théoréme 2. Chague couple des semi-analytiques compacts A, B C R" sa-
tisfait la condition de la séparation réqulicre :

ple.B)Zzdplr. AN BN en A

avec des constants N > 0 et d > 0.

La version semi-analytique de ces théoremes ne résulte pas directement du
théoreme de 8.2, parce que la fonction - distance n'est que sous-analytique.
Or, on en evite 'emploi du théoréme de Gabriclov grace au lemme suivant:
Lemme. Soit A un compact semi-analytique de R" et soit a € A. 1l
eziste une fonction semi-analytique’ et continue g:V — R d’un voisinage
compact V de @ dans R" | laquelle soit du méme ordre que la fonction-distance
plz,A) au voisinage de « . «¢’est-d-dire telle que

ep(z, A) < g(x) < Cple.d) duns un vowsinage de a dans R"

avec des constantes 0 < ¢ < C .

En effet, le théorcme 1 résulte immédiatement du théoréme 2 (appliqué a
la couple A x 0, f, ). Ensuite, il est claire que pour avoir le théoréme 2
il suffit de prouver l'inégalité de la séparation réguliére dans un voisinage de
chaque point de AN B (avec des constantes qui dépendent de ce point).

Preuwve du lemme. Posons M = R" . L'ensemble suivant de M2 x R

B = {(r,ut):o+u€ A, v <t}

est semi-analytique®. Grace au théoréme des stratifications distinguées de 2
avec la remarque 1 de 6 . il existe des applications linéaires ¢ : M — M

7C’est-a-dire, au graphe semi-analytique.
8Comme Iimage de {y € A,|y ~— r| < {} par un automorphisme linéaire de M? x R .
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et ¥ : M — R, de normes arbitrairement petites , telles que I'image d’'un
voisinage arbitrairemnent petit 13 de (0,0,0) dans B par lapplication

T MEPX RO (2, u,t) - (0 —dlu)t —(u)) € M xR

est semi-analytique. Or. l'inverse \ : Al — A de 'application M 3 u —
u+ ¢(u) € M est arbitrairement proche & l'identité de M |, donc la fonction
positivement homogeéne o(v) = [y(v)} — y(\(v)) est de I'ordre de |v| (méme
elle est arbitrairemant proche a |¢|) et par suite la fonction

‘(](f) = infyGA U(U - é)v

continue dans M , est de 'ordre de p(€, 4). Pour chaque voisinage compact
V de a dans A la fonction

(/\(E) = illf,,e\' U(.(/ - 6)-

continue dans Af . coincide avee g dans un voisinage de « dans M .
11 suffit de prouver que le germe au point « d'un ensemble

G (V) = {{&neMxR" 1 gv(f) <7<},

oft 7 >0 et V' est un voisinage compact de ¢ dans A4, est semi-analytique®,
vu que le germe de ¢ au poiut (#.0) colncide avec celui de G(V)\int G.(V).
Or, observons que les ensembles :

B.(V) = {{rout)y:o+uel, u<t<r}

avec 1,V comme auparavant, forment une base de voisinages de («,0,0)
dans B . Il est simple a vérifier que l'on a :

©(Bo(1)) C Gar(V) ot GAV) C n(By(V)) 1

et, étant donnés rg. Vg, 7,1 .
B, (Vo) N 7 '({|€ —a] < b.|7| < 6}) C B.(V),

pourvu que & soit suffisamment petit.  La derniere inclusion implique que
les germes de tous les ensembles 7(3,.(17)) au point («,0) sont égaux entre
eux, donc il sont égaux au celui de 7(117) . voisinage suffisamment petit de
(a,0,0) dans B . et par conséquent ils sont semi-analytiques. Mais les deux
inclusions précédentes montrent que ces germes sont égaux au celui de G(V)
{quelconque), ce qui termine la démonstration.

9C%st-a-dire, qu'il est égal au germe 'un semi-analytique, ou encore, qu’il existe un
voisinage semi-analytique de ¢ dans Gr(1V7).

18 Pour vérifier ces inclusions il suffit de prendre ¢ avec |¥} € 1/3 et d’observer que
Pona: m(B(V)={(&m): E+utolu) eV, Jul <7+ |¢(u) <r pourunu}.
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