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S T R A T I F I C A T I O N S  D I S T I N G U ] ~ E S  C O M M E  

O U T I L  E N  G I ~ O M I ~ T R I E  S E M I - A N A L Y T I Q U E  

K. I{UIIDYKA 1 ,S. LOJASIEWICZ 2 , M. A.  ZURRO a 

Requ le 14 juillet 1994 

We im, roduee the distinguish stratifications as a new tool in order 
to give new proofs of some essential facts in the semi-analytic geometry in an 
easier way, for example the prol)erty of regular sel)aration. 

�9 I N T R O D U C T I O N  

La not ion  d ' une  s t ra t i f ica t ion normalo  est tm out i l  de base darts la g4om~trie 
semi -ana ly t ique  . Elle sert "a surmont( ' r  les difficult4s essentielles dans le 
ddve loppement  de ce t te  gdomi' tr ie.  

La. cons t ruc t ion  d 'une  s t ra t i f icat ion normal  h base d ' un  syst6me normal  des 
po lyn0mes  dist inguds,  ainsi que la preuve de l 'exis tence d 'une  telle strat if ica- 
t ion qui soit compa t i b l e  avec lille fmnille localement  finie des semi-ana ly t iques  
se mon t r en t  assez compliqu&'s.  En par t icul ier  la d~mons t ra t ion  du th4or~me 

d ' ex i s t ence  exige l ' emploi  aussi composr que &qicat  des certaines op4rat ions  

qui  r~sul tent  du thSorbme des fonct ions symm6tr iques .  
Or,  dans  cet ar t ic le  on propose  un type des s t r a t i f ca t ions ,  nomdes dis- 

t ingu~es, lequel  sert 5galement  et qui a l ' avantage  (l '~tre bcaucoup  plus s imple  
en ce qui concerne  les faits  en questi(m. 

C o m m e  un  exemple  d ' app l i ca t ion  on mont re  que l 'op~;ration de l ' im~ge des 
compac t s  pa r  les p ro jec t ions  sur R 2 respccte  la semi-analyci t4,  ce qui sert  pour  

4 tabl i r  une vers ion de la sSparat ion rdgulibre. 
Dans  plusieurs  points  essentiels de ngt re  travail  nous nous sommes  inspires 

pa r  les id6es de Michel  Coste  dans  sa belle pr6senta t ion  de la g6omdtr ie  semi- 

a lg fb r ique  ([2], [1]). 
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R a p p e l s  sur les e n s e m b l e s  s e m i - a n a l y t i q u e s  

Soit M une vari6t6 analyt ique r6elle de dimension n. 
Soit ,T" une famille de fonctions r6elles dans un sous-ensemble U de M. On 

dit qu 'un sous-ensemble A de AI eat d~crit, dans U par  les fonctions de jc- si 

.4 n u = 0 
i=1 

oh chaque Aid est de la forme {.f,j > 0} ou bien {fij < 0} ou bien {fi j  = 0} 
avec lid 6.7:. 

On dit  qu 'un sous-ensemble E de AI est ~emi-analytique (de M )  si pou 
chaque point x de M,  il existe un voisinage ouvert U de x tel que E soit dderit 
dans U par  les fonctions analyt iques dans ee voisinage. 

Une eons6quence immbdiate de la ddfinition est le fair que la elasse des 
ensembles semi-analyt iques dans I I  est ferm6e par  rappor t  aux operat ions 
du complfimentaire, de la r6union loealement finie ainsi que par  eelle de 
l ' intersect ion finie. Observons que chaque semi-analyt ique est un F~,-ensemble 

On appelle feuille semi-analytique de 1 I  chaque sous-variet6 analyt ique de 
M qui est aussi un sous-ensemble semi-analyt ique de A.I. 

La dimension d 'un  ensemble semi-analyt ique E de AI est d6finie par  

dim E = max {dim F : F sous-variet6 analyt ique , F C E } .  

k 
Alors, d i m E  = 77. r i n t M E  r 0 (par d6finition). Ensuite,  dim (,J Ei = 

i=1 
m a x / d i m  Ei (par  le th6orbme de Baire). 

Supposons maintenant  que AI = R". 
Soit A une droi te  (passant  par  0). On (lit qu'une fonction f analyt ique au 

voisinage de 0 est A-r~guli~re si le germe en 0 de la restr ict ion f,x n 'es t  pas 
nul. Dans le cas o~l A est l 'axe des ,r~. on dira que f est xk-r~guli~re. Si h est 
la forme initial  de .f, alors la condit ion h~ ~ 0 implique que f est A-r6guli6re. 
Par  cons6quent l 'ensemble des A tels que f e s t  A-r6guli6re est un ouvert  dense 
de pn-1 .  Soit P u n  polyn6me uni taire  en variable xn "~ coefficients analyt iques 
dans un ouvert  de R ' ' -1 .  On d6fini l 'ordre de P dans x 6 R" comme 

} o r d ~ P = m i n  i : ~ ( x ) r  

Rappelons  le t h g o r ~ m e  de  p r 6 p a r a t i o n  de  Weiers trass :  
Soit f u n e  ]onction analytique au voi.~ina, ge de 0 6 R n. Si f e~t xn-rgguli~re, 

alor,~ o n  a 

f = u P  

dans un voi~inage de O, avec u "analytique vdrifiant u(O) 7~ 0 et P polyn6me 
distingug. 

Par  cons6quent: 
Si E est un semi-analyt ique dans un voisinage ouvert  de 0 C R" ddcrit par  des 

fonctions aaa ly t iques  x,-r6guli6res,  alors il est d6crit aussi pa r  les polyn6mes 
distingu6s correspondants  dans nn voisinage de 0. 
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Rappe lons  encore  quelques notat ions .  
Si E C M et a E M,  on notera  E ,  le germe de E en a. Si F C M x N ,  alors 

on pose 

F E =  F M ( E x  N )  

et on no te  a vee F [ ,  la fibre {y E N : (a, y) E F } .  

1.  S T R A T I F I C A T I O N S  D I S T I N G U I ~ E S  

Rappe lons  q u ' u n e  ~tratification .~emi-analytique T d ' u n  ouver t  G de R n 
est une pa r t i t ion  localement  finie de G en feuilles semi-analy t iques  connexes 
v~rifiant la condition du bord: 

(~) 
P o u r  chaque F E T l e  bord (dans G),  0F  M G , est une 
r~union finie des feuillc's de T de d imension  s t r ie tement  
inf~rieure 5 celle de F. 

On  dit  que ce t t e  s t ra t i f icat ion T e s t  compatible avec des sous-ensembles 
E l , .  �9 �9 , E~ 1 de ITS', si pour  chaque E, on a 

F C E i  o u b i e n  F C  G \ E i  pour  tout  P E T .  

Alors, chaque  E~ 21 G est une r~union des feuilles de 7-. 
On d~finit ~tratifi.cation distinguee d d'un pav~ ~ = {(xl . . . . .  xn) E ll{ n : 

Ixil < 5i} par  r~currence sur 77. 
Si n = 1 une  s t ra t i f ica t ion dist ingude d ' u n  interval le  ( - 5 , 5 )  n~est que 

{ ( - ~ , 5 ) }  ou bien { ( - 5 , 0 ) ,  {0},(0 .5)} .  
Supposons  que  l 'on a d@h ddfini les s t ra t i f icat ions  dist ingu~es pour  n -  

1. Alors une  s t ra t i f ica t ion  distlngu&" dhm pav6 Q = { ( x l , . . . , x n )  E lR n ' 
]xil < 5i} de N" est une s t ra t i f icat ion semi-ana ly t ique  finie de O qui v~rifie les 
condi t ions  suivantes:  

(b) 

I1 existe  une s t ra t i f icat ion distingufie C ~ du pav~ Qt = 
{I.~.~l < ~,, 1 ~< i ~< ~ , -  1} de N '~-1 telle que chaque 
feuil le F de d imension  au plus 77 - 1 de C est le g raphe  
d ' u n e  appl ica t ion  ana ly t ique  F : F ~ ~ 1R avec une F t E 

( c )  

I1 existe un po lyngme  dist ingu6 P s coefficients an- 
a ly t iques  dans un voisinage de Q.t qui  est nul  sur 
l ' ensemble  V = ~ { F  E C : d i m F  ~< n - 1} et te l  que 
l ' o rd re  F ~ x ~ ord ~.P est cons tan t  sur ehaque F E C. 

Observons  que la condi t ion  (c) impl ique que V = {x E Q : P ( x )  = 0} -vu  
que  l 'on  a forc6ment  ord ~P  = 0 stir chaque feuille F de d imens ion  n. Un tel 
p o l y n 6 m e  P sera a.ppel~ polyndme a.~.~ocig ~, C. Pour  ehaque F E C posons 

p r  O"- ~ P 
- o f i r = o r d , . p r  p o u r x E F .  0x ~ - 1 

Remarque 1. La condi t ion  au bord (a) impl ique  ~videment  que  l ' ensemble  

V = U { F E C : d i m F ~ < , 7 - 1 }  est f e r m b d a n s  Q. 
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Les conditions (b) et (c) im_pliquent : 
Remarque ~. On a 

(*) 0 6 F pour chaque F E C. 

La condition (b) implique : 

L e m m e  1. Chaque feuille aemi-analy~iqne d'une partition diatingude de 
dimension k eat le graphe d'une application analytique d'un ouvert semi- 
analytique de R k dana R ~-~. 

Soit C une part i t ion de Q dans ml nombre tint de fcuilles semi-ana.lytiques 
eonnexes. 

P r o p o s i t i o n .  Suppo~ona que la condition (b) et la condition (*) de la remarque 
2 aoient vraiea. Alors, la condition (a) dquivaut d c e  que l'ensemble V aoit 
ferm~ dan., Q. Donc, la condition du bord (a) e.qt redondante dana la dgfinition 
de stratification distingude. 

Pour le d&nontrer nous utiliserons le suivant 

L e m m e  2. Soient fl un ouvert er F v, ne so,..q-varietd (de claase C 1) de IR", 
disjoints. Soit a 6 F M Of 2. Alor.,, 

En effet, on pent  admettre que F est un sous-espace aft:in de IR ~. On a 
0f~ D U C F pour un  voisinage ouvert ('onvexe U de a. Si la thbse &air fausse, 
il existerait un point ,r 6 F M U  \ Q  : et aussi un y 6 ~M U. Done, il y 

aurait un point : 6 0f~ du segment ouw,rt (x, y) C U. l~videment z r F, mais 
z 6 Of] D U C F, ce qui est absm'de. 

Preuve de la proposition. Sflrement Q\I"  est l 'mfion des feuilles de dimension 
n de C. On a 

(1) F 6 C ==> OF C U{F'  6 C : d i r e r '  < d imF} 

On le v4rifie par r6currence sur 7~. Nous pouvons admettre que dim F < n. On 
a P : F ' - - +  [Ravee F' 6C. 

Si (u , t )  6 OF, a.lors u G OF' et u est darts une feuille A' 6 C' de dimension 
< k = d imF.  Alors (u,~') appartient 5 une feuille de C de dimension de A' 
(done de dimension < k), parce que sinon, (u, t )  serait dmls une feuille de C 
de dimension n, done (u,*) r 17 , m a i s  OF C V, paree que V e s t  ferm4, et 
(u, t) ~ OF. Par cons4quent 

(2) F 6 C :==> OF gl F' = @ pour route F' 6 C de dimension /> dim P. 

Car sinon, il existera.it tm F" 6 C tel que F' C1F" # ~ et dim F" < dim F, ce qui 
est impossible. 

Grace s (1), il suffit de prouver que si F et F'  sont des feuilles de C, Mors 

F'nOF r % ~ F' c OF. 
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Nous procdd&ons  par  r6currence double: une croissante sur k = d im P e t  
l ' au t r e  d6croissante s u r r  = d im F ' .  

On  peut  supposer  que 

(3) F'  fl OF est (revert dans OF. 

En  efffet, sinon, il exis terai t  un  point  a E (0F M P')  fl OF \ r ' .  Donc,  (par  
(1)), on aurai t  a E F"  pour  une feuille F"  C C de d imension <~ k - 1 et telle 
que  0 r  n r "  # 0, r" # r ;  alors a C OF".  I1 en r6sulte (par  (2)) que d im r "  > r .  

Vu que a E F '  M OF" et 1' hypothdse de recurrence sur  k, on aura i t  F ~ C OF" et 
puis,  par  l ' hypothdse  de recurrence sur r, F "  C OF; par  cons6quent  F '  C 0F. 

Main tenan t  il suffit de prouver  que 

F'  A OF est ouver t  dans 1-'" 

(parce  qu ' i l  est ferm6 et alors sera 6gal ~'/ F ' ,  vu que F est connexe) .  
Prenons  un point  c E F'  rq OF. Oll a donc, r < k, grfice fi (2). Par  (3) on a 

(4) U I fl OF C F' ,  

~ t  

avec un voisina.ge U '  = U1 x ['2 du point  c = ( a , b ) ,  oh, [i'2 est un voisinage 

de a da.ns R k et Us est un voisinago de b dans IR ' ' - k ,  C o m m e  F : f~ + N '*-j '  
est une appl ica t ion  ana ly t ique  d 'un  ouver t  f~ C N k et F'  : l"0 -+ IR '~-k est une 
appl ica t ion  ana ly t ique  d 'une  feuille somi-analyt ique  P0 de IR k, on a 

(5) Fo N f~ = O 

Soit ~r : R ~ x 1R "-~' --+ IR a. la p ro jec t ion  naturcl le .  Soit U ~2 un voisinage ouver t  
i 

de b tel que U--~ C U 2 et soit U = U~ x U._,. Alors, pa r  (4), on a OFVl(a  x U2) = c, 
mais ,  pa r  (5), (a x N " - ~ )  M F = ~); done, il en resul te  que F fl (a x U-'7) = c, 
d 'of l  F gl ([).11 x [-?7) C U pour  un  voisinage [rl l  C []1 de a. Ainsi,  apr~s avoir 

d iminu6 [q ~. [711, "F ["1 ([7" 1 M [7--'7) C U. Soit f~0 = 7r(F fl U). On  a 

(6) x C cgQo fl U1 ==r ( u. t ' )  C OF f-I U avec un t ' .  

Car ,  p o u r u n t '  o n a  ( . r , t ' ) E F M  (Ul x [) ' ---7)\(FVIU)C U ' \ F .  
Pa r  (4) o n a ( , r , t ' )  E F , d o n c . r  E r0 .  et cPf~0MU1 C F0. S e l o n l e l e m m e  

i t  t t  

(pour  f~0 et F0) F0 fl U 1 C f~o avec un voisinage U 1 C [;1 de a. 
i t  

On aura  m a i n t e n a n t ,  I"  V1 U "  C OF, d'ofl U"  = [)'1 x U2 (ce qui t e rmine ra  
I I  

la preuve) .  En  effet, si ( x , t )  C F '  fl U",  on  a ,  E F0 MU 1 , donc z E Of~0, d'ofl,  
grfi.ce g (6), on a ( x , t ' )  C OF fl U avec un t ' .  Alors,  par  (4), on a ( x , t ' )  E F ' ,  

ce qui  donne  enfin t = t '  et (.r, t) E 0F. 

La  condi t ion  (b) impl ique  qu ' i l  existe une suite des s t ra t i f ica t ions  dist ingu~es 
C,, = C , . . . , C 1  des pav6s Q,, = Q C R" ,  . . . .  Q:  C R avec Qk = 7rk(Qk+l) off 
7rk : R k+l --4 R k, rrk((xl . . . . .  ,rt.+l )) = (.rl . . . . .  at,), tel le que chaque feuille lP E 

Ck+l de d imens ion  ~< k est. le g raphe  d 'une  appl ica t ion  ana ly t ique  I" : r '  --+ R 

avec P '  E Ck. 
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Soit r u n  s t ra te  de C. On d6finie par  r$currence r , ,  = F, Fk = rrk(Fk+l) E 
Ck. Soit Pk un polyn6me associd ~ Ct.. On a alors: 
Remarque 3. Si F es une feuille de dimension l, alors 

F C  " =  . . . .  P , - i  = 0  

Ceei implique, vu le th6orbme des fonctions ilnplicites (voir p.e. [4 ] 123), le 
fait  suivant: 

Corollalre. II existe une application analytique F :  U --* R "- I  d'un voisinage 
U de Q telle que T~F = Kerd , .F ,  pour tout x E F. 

( r , _ , )  le jacobien de En effet, il sufflt de prendre F = p , r , . . . ,  P , , - I  , comme 

F par  rappor t  ~. (xt+a . . . . .  x,,) est 

0--~-a'j r 0 dans F .  
3=l+1 

Observons enfin 
Remarque 4. II existe un pard arbi t ra i rement  pet i t  Q' c Q , a rbi t ra i rement  
pet i t ,  telle que les traces des feuilles de C stir QI forment une strat if icat ion 
distingu~.e de Q,4. 

2. THI~,OREME P R I N C I P A L  

Nous allons dnoncer le t.hdorbnle qui est le but  de ce travail. 

T h ~ o r ~ m e  d e s  s t r a t i f i c a t i o n s  d i s t i n g u d e s .  Soient E l , . . . , E q  des sous- 
ensembles semi-analytiques quslconq,.e~ d'un voi.qinage ouvert de 0 E N n. 
Alors, apr~s un changement linga.ire de. coordon~es dans R",  il eziste une stra- 
tification distingude d'un pavd Q = {(.ra . . . . .  x , )  c R" : [xi I < dii} , arbi- 
trairement petit 5 , qui est, compatible avec tous les E l , . .  �9 Eq. 

On volt que le th6orbme implique facilement 

T h d o r ~ m e  d e  l ' a d h d r e n c e .  L" adh,{',rcT~,ce d'un semi-analytique est un semi- 
analytique. 

T h d o r ~ l n e  de  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s .  La famille de composantes con- 
hexes d'un semi-analytique est localement finie et chacune de ces composantes 
cpnnezes est semi-analytique. 

I1 s 'ensui t  que : 
Un sous-ensemble d'un semi-analytique E , lequel est ouver-fermd dans E,  

est toujours semi-analytique. Le thdorbme d 'adhdrence entra ine  visiblement les 
deux propietSes suivmltes de la dimension : 

(1) d i m ( E \  E )  < d i m E  si E #  0. 
(2) dim E = dina E.  

4,arbitrairement petit" veut dire que chaque voisinage (de 0) contient un tel payS. 
SVoir la remarque 4 de 1. 
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(vu  que pour  une  feuille F d 'une  s t rat i f icat ion dist inguSe on a dim OF < d im F). 
Remarque.  La res t r ic t ion d 'une  s t rat i f icat ion dist ingu~e d 'un  voisinage Q 

un  voisinage ouver t  Q '  C Q est encore  une s t ra t i f ica t ion distingude. 

3. L E M M E S  A U X I L I E R E S  

Considerons  le po lynSme "gt;ndrique" P~(:)  = z k + C1 z k - 1  31- ' ' '  -t- Ck  , OLI 
z E C e t c = ( c l  . . . . .  C k ) E C  k. Posons 

I'V~ = {c C C k : P~(z) a au plus s racines dis t inctes  }. 

Soient  K = { 1 , . . . ,  k} et 

v , , ( z ,  . . . . .  = I I  ( = , , -  , = o . . . .  , k -  
�9 ] C J (  tt<~s 

# d = k - s  i t , t ,E . I  

C o m m e  "D,,(zl , . , .  zt.) est un po lyn6me symmdtr ique ,  on a ~ = D~ o a avec 
a = (e l  . . . . .  ak),  a l  . . . . .  a~ les hmct ions  symmt; t r iques  61~mentaires (par  le 
thdor&ne des fonct ions  symm6tr iqnes) .  On appelle  les D~ "d iscr iminants  
gfinfralis6s" (voir  p. ex. Mostowski  [6] p. 10). 

L e m m e  1. On a la formuIe  : I'l'~ = {c E C k : Do(c) . . . . .  D k - s - l ( C )  = 0} . 

En effet, s i c  r IV, et 2 = (:~ . . . . .  _%) est une suite comple te  des racines de 
P~(z)  on a #{Zl  . . . . .  :k} ~< ,~, donc T~0(-_-) . . . .  D k - , - l ( Z )  = 0; ce qui impl ique 
Do(c) . . . . .  Dk. -~- l (c )  = O. 

Soit c C C k tel que  Do(c) . . . . .  D~. . . . .  1(c) = 0. Soit ( Z l , . . . ,  Zk) une suite 
comple t e  des racines de Pc. Si on aurai t  c ~ l l,'~, ~ + 1 ~< # { z l , . . . , z k }  = t ; 
soient Z l , . . .  z, les t racines dis t inctes  de P~(z) : alors 

Dj(Z1 . . . . .  2k) : D3((') = 0 

c o m m e  k - t  ~< k - ~ * - l ,  

si j = 0 , 1 , . . . k - s - 1  

0 = Z 3 k _ , ( : ~  . . . . .  : k )  = 

e 'es t  qui est absurde.  

1-I ( z , ,  - ~.)~, 
p < t ,  

p . i ,E{ l  ..... t} 

Une cons6quence inmedia.te du l emme 1 est 

L e m m e  2. L'ensemble  I.V~ e.,t algdbrique. 

C o r o l l a i r e .  Soit G u n  owvert de C ~ ct consid~rons un polyn6me 

P ( v ,  z) = z k + Cl(U): k-1 -~-... Ck(V ) 

coeJflcients C l , . . . , c k  holomorphe,, dans G. Soit a un point de G tel que 
P ( a , . )  a pr~cisgment  r racines distinctes. Alors, il eziste un voisinage ouvert 
U de a tel que l 'ensemble suivant  est analytique: 

Z = {v E U : P (v ,  .) a pr~cisdment  r racine., distinctes }. 
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En effet, le l emme  2 impl ique  que pour  s E {0 . . . .  , k} que lconque  l ' ensemble  

Z ,  = {v E G : P (v ,  .) a at, plus s raeines dis t inctes  } 

est ana ly t ique ,  c o m m e  il est l ' image rdciproque de l ' ensemble  Ws du l emme 2 
pa r  l ' app l iea t ion  ho lomorphe  (cl . . . . .  c~.): G --* C k. Or  l ' ensemble  

R = {v E G : P ( v ,  .) a prdcisdment r racines dis t inctes  } 

est 6gale s Zr  \ Z~- I .  Vu que a r Z, . - i  , on peut  choisir U disjoint  avee Z~- I  
et alors l ' ensemble  Z = R Cl U = Z~ f3 U ost ana ly t ique  dans U. 

4. LEMME DE BASE ET SES CONSI~QUENCES 

Le suivant  l emme  joue  un rgle esscntiel  dans la preuve.  

L e m m e  d e  b a s e .  Soil, G u n  ou.,ert de C" et considerons 

P(v,:) = :k + c , ( , , )  k - i  + . . .  + c~.(v) 

un polynSme unitaire h coefficients hoIomorphes dans G. Supposons que le 
hombre r de racine.~ distinctes de z H p(  U,Z ) ne d~pend pa.~ de v dans G. 
Alors, si c E G, il existe un voisinage ov, vert U de c , tel que 

{ ( ' / ' ,2 )  E U x C : P ( u . 2 )  = O} = f~l U - . .  U ~r 

o~t ~i song des graphes des fonction.~ holomorphes et (i 7 ~ ~j dans U, lorsque 

i T ~ j .  

P o u r  le d~mont re r  on va uti l iser lc l cmme suivant:  

L e m m e .  Soig Q un polyn6me .anigaire d coefficients holomorphes dans un ou- 
vert U de C" et soit f~ un o.avert de C. Supposons que le polyn6me Q(v, . )  n'a 
qu'une seule racine ( (v )  dans f~ et que la mulgiplicitd de cegte racine ne ddpend 
pas de v dans U. Alors la fonction ~ : U -~ C esg h, olomorphe. 

E n  effet, si l 'on  no te  avec r ce t te  multipli( ' i td,  on a alors 

o~- ' Q o_g~Q 
0--~--T (v, ( (v))  = 0 et (v, ~(v)) r 0. 

La fonc t ion  ~ est cont inue  v u l e  thdorbme de cont inui td  des racines (voir  p. ex. 
[4], pag.  87) et  le fai t  que ( (v )  est la racine unique  de Q(v, . )  dm~s fL Ceei  
imp l ique  le l e m m e  par  le thdorbme des fonc t ion  impl ic i tes  (voir  p. ex. [4], pag.  
i09). 

Passons  s la  p reuve  du  l emme de base. Soit (zl . . . . .  zk) la sui te  comple te  des 
rae ines  de P(c, .). On a. une  pa r t i t i on  K = I i  U- . .UI~ ,  off Ii  = {u E K : z ,  = ai } 
et  a l  . . . . .  a r  sont tou tes  les raeines  d is t inc tes  de P(c , . )  (6) . Soit un  ~ > 0 

6) Rappelons que K = {1 . . . . .  k} 
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tel que 6 < l m i n  {lai - a j l :  i 7 ~ j } .  Par le th6or6me de cont inui t6  des raeines,  
il existe u n  voisinage ouvert  U de c tel que s i v  E U on peut  a r ranger  In suite 

i 

complete  z l , . . . , z  k de P ( v , . )  de manidre  que Izi - zil < 6, 1 <~ i <~ k. En 
n o t a n t  B i  = {w  E C" : [ w -  a,I < ~} on a done z,, E B i ,  u E I i .  Observons 

r 
que les boules  Bi  sont disjointes. Par  cons6qnent  tons les zv,  u E I i  sont 6gals. 
Notons-les a~ec (i(v).  Pa r  le lemme (avee f~ = Bi )  routes les 4i sont  fore6ment 
holomorphes  darts U. 

Le lemme de base implique certaines consequences dans  le cas r6el que nous  
allons utiliser. 

C o r o l l a i r e  1. Soi t  F une  aov.a-variet( analyt ique dans N '~ et so i t  

P ( u , a ' )  = ,r k + al(i ,) .r  k-1 + . . .  + ak(u)  

un  po l yn6me  uni ta i re  5 coeff icients o.nalytiques rgel.~ sur  F. Supposons  que le 
nombre  r de racines  c o m p l e x e s  de z ~-~ P ( u , z )  ne ddpend pa~ de u. Alor~, ~i 
c E F, il exis te  un  vois inage ouvcr t  U de c dans F tel que 

{ ( u , : )  E U x C : P ( . . : )  = 0} = & U . . .  U G 

o,'L {i : U -* C son t  ana.Iytiq.,.e.~, o,. bien r~elles ou bien tellea que Im{i  r 0 
dans U. 

En effet, on peut  supl)oser qne F = G C R'" avec m = dim r (en faisant  u n  
ehangement  ana ly t ique  de coordondes wl que l 'asser t ion est local). On pent  

p rendre  les complexif icat ions cTi holomorphes  dans un  ouvert  G de c dans  C m 

(consider6 eomme une  extens ion de N"')  et de ma.ni6re que U = G R R m C G 

et ai = ai dans  U. On pent  admet t re  que U et C, soient eonnexes (p. ex., en 
p r enan t  des boules) .  Considdrons le po lyngme 

P ( w ,  2) = 2/" q- (71 (U') : k - 1  -J- ''"-Jr" ~kk(w) 

Par  le corolla.ire de 3, l ' ensemble  

Z = {w E G : P ( w ,  .) a pr6cis6ment r racines complexes dis t inetes  } 

est analy t ique .  On pen t  supposer  q u e  C, est defini par  cer ta ines  fonct ions  
holomorphes  (a.pr6s avoir diminu6 G), Comme ees fonet ions s ' annu len t  sur  

U C G, on a forc6ment  Z = G. C'es t -a-dire  ~5(w,.) a pr6cis6ment r racines 

dis t inctes  pour  chaque w E (~. Selon le l emme de base, apr6s avoir d iminu6 G , 
on  a Z = (1 U . . .  U (~ o~1 (j  : G --~ C sont holomorphes  et (i r ~j lorsque i r j .  
I1 en  r~sulte que 

V = {(~,, z) e U x C : .P( , ,  : )  = O} = ,~1 u . . .  u ,~,- 

_ _  m 

oh ~i = ( r  : U ---* C sont  analyt iques .  Comme on  a a ussi V = ~1 tO... U ~  et 
U est connexe,  alors pour  tout  i on a forc&nent ~i = ~j avec un  j ;  si i = j alors 
~i est r6elle, si n o n  , nous  avons ~i ~ ~ dans  [7  c'est-~t-dire Im~i  ~ 0 dans  U. 

I1 r6sulte de la preuve du l emme et du eorollaire la suivante:  
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Remarque 1. On peu t  comple te r  le corol laire  1 avec l 'observa t ion  que pour  
ehaque  j = 1 , . . . , r ,  il exis te  un l E N tel que 

O'P 
(", ~s (u)) = 0 

01+~p 
b.  ~j(u)) r 0 

, pour  t ~< l 

dans  U. 

C o r o l l a i r e  2. Sou,q les hypoth~se,~ ct le,, notations du corolaire I, supposons 
que R est un divi,qeur de P dan,, l 'anneau de polynSmes rdels d coe~cients  
analytique~ sur F . Suppo,~ons en plu,,~ quc R soit unitaire. Alors chaque 
point  c E F possdde un voi,~inage ouvcrt lV tel que 

{( , , ,  x)  e w x R :  ./?(.,,,.,.) = o} = ( ( o , ) w  u . . .  u ( ( o , ) w  

a v e c  certains t~ 1 ( ' ' '  ~ G' s . 

Pour  le voir ,  observons que routes  les racines de R(c,  .) sont prficis~ment: 
~ O , ( c ) , . . . ,  (~ , (c)  avec f:l 1 < - . .  < ;:(,. En prenant  un vois inage ouver t  W 
suf f i samment  pe t i t  on re'rifle faci lement  que l 'on  a 

{ (u ,  .:) E U x C : R( , ,  : )  = O} = ( ~ , ) w  U - - .  U (~.~.)w 

en ut i l i sant  le corol laire  1 deux fl~is, unc pour  R et l ' au t r e  pour  P .  

P r o p o s i t i o n  1. Sc, u,~ les hypothdse du corollaire 1 , si l 'on suppose de plus 
que P soit connexe, on a 

{(It , , l ' )  E F x ~ : P ( u , , l ' )  : O} : ~1 U . . .  U~q 

m't ~i : F ~ R sont  analytiq.u,e.~ rdellcs et ~1 < "'" < ~q dans F. 

En  effet, on  a l ' asser t ion  loca lement ,  c 'es t -h-dire  avec un vois inage (dans  
F) d ' u n  poin t  c E F quelconque,  au lieu de F. Pa.r cons6quent  chacun  des 
ensembles  

{u E P : P ( u , . )  a pr4cise'naent j racines  r~elles }, j = 1 , 2 , . . .  

est 6gal k F off vide. Ceci  mon t r e  que le hombre  q des ra.cines d is t inc tes  rfel les  
de P ( u , . )  ne d6pend pas  de u c o m m e  il est une  fonct ion  cont inue  de u. A p % s  
les avoir  ordon6es  loea lement  on obt ien t  les racines ana ly t iques  ~1, . .  �9 ~q dans  
F. 

Grgce /~  la r e m a r q u e  1, il en r6sulte la suivante:  

Remarque 2. O n  peu t  comple t e r  la p ropos i t ion  1 avec l ' obse rva t ion  que  sur  
ehaque  ( j ,  j = 1 . . . . .  q, l ' o rdre  ~j D x ~ o r d x P  est  cons tant .  
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P r o p o s i t i o n  2. Sous  lea hypothdses et les no ta t ions  de la propos i t ion  I, 
supposons  que R eat un  div iseur  de P dans l 'anneau  de po lyn6mes  rdels h 

coef f icients  analyt iques  sur  F. Supposons  en plus que R ~qoit uni taire .  A lors  
o n  a 

{(,, , .r) ~ r x R :/?(, , . . , .)  = 0} = ~o, u . . .  u ~ ,  

avec terra ins  cq < . . .  < c~,. 

Ceei r6sulte du corollaire 2 vu que r est connexe chaeun des ensembles 
{u E F : R (u , . )  a pr6cisement j racines dis t inctes  }, j = 1 , 2 , . . . ,  est ou b ien  
I" ou bien  vide, ce qui donne  la th(%e. 

5. L E M M E  D E  T H O M  

L e m m e  de  T h o l n .  Soi t  P un  polyv.ame d 'une  variable rdelle de degrg k et 

s o i t O = ( O o  . . . .  ,Ok-~) ,  a',)e,:O,. < q a Z , ~ . ( - ~ , O )  o,,,h {0} o u h  ( 0 , ~ ) ,  (r = 
0 . . . . .  k - 1) . Alors,  l ' ensemble  

d ~ p 
, %  = { r e  IR: c-~7-(~) c o,., o ~< ,-~< 1,.- 1 } 

est conneze:  soi t  un  interval le  ov, vert. ,~oit rddai t  g~ un  point ,  so i t  vide. 

En elect, l ' asser t ion btant  6vidente pour  ~' = 0, supposons la vraie pour  k -  1 
avee u n  k > 0, et applicons-la fi P ' .  On a 

A o  = { * c R : P ( t )  EOo}ClA1 

dJ P ['k . . o~l A 1 = {t E JR: dtJ~ ' )  E 0 j , j  = 1. . , ~ ' - -  1}. Le cas m't Aj  est v i d e o u  se 
r6dui t  h u n  point  ~tant  trivial,  suppos(ms que A1 est un  intervalle ouvert  (par  
la r~eurrence);  on a alors P~(.r) ~ 0 dans ~ ,  donc P e s t  s t r ie tement  mono tone  
darts A~, d'olt  A o  = {x E A~ : P( . r )  > 0},  soit A o = {x E A~ : P ( x )  = 0} ,  
soit A o  = {x E A1 : P(.v) < 0}. 

C o r o l l a i r e .  S o i e n t  rl < �9 ". < r x  tov, te~ les racines des po lyn~mes  P, P '  . . . .  , 

p i k - 1 ) .  Alors  la f am i l l e  des A o  non  rides e~t egal h : 

{ ( - - s  } , ( r l , r 2 ) ,  {7". 2 } . . . . .  (TN, 00 )} .  

Pour  le v~_rifier, on observe que chacun des ensembles  de la seconde famille 
est eontenue  darts un  de la premibre ,  tamlis (lUe la. r6ciproque est vraie par  le 
l emme de Thom.  

6. P R E U V E  D U  T H ~ i O R I ~ M E  P R I N C I P A L  

Nous a.llons d4mont re r  le th&)rSme dnonc6 dans  2 par  r4currence sur la di- 
mens ion  n de l 'espace. I1 suffit de tr(mver une  s t ra t i f icat ion compat ib le  avee 
les fonet ions  qui de'erivent El  . . . . .  Eq dans u n  voisinage U de 0 E R n. Apr~s 
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u n  changement  lin4a.ire de coordonbes on a. u n  nombre  fini des polyngmes  dis- 
t ingu$s en variable x ,  qui les d&rivent ,  R1,.. . ,  R,. Posons 

s 

(,) R = H R, a. = (l~g,~ R , 
j = l  

et 
1 OR 0 k-I R 

P = FRo.~.,-~ " o.~,~; - - - ~  

VI,~-~/,. avee une eons tane  C ( =  l l j=0k  '--j)k--l--j) telle que P soit uni ta i re .  
l = d e g , ,  P .  Pou r  ehaque s 6 {1 . . . . .  l} posons 

Soit 

As = {u 6 ~ " - ~  : P ( u ,  .) a prbcis6nmnt .* racines complexes dis t inctes  } 

Par  le l emme 2 de 3, A,  est 1111 ensenll)le se ln i -ana ly t ique  dans  u n  voisinage de 
0 6 R " -1 .  Done,  il existe une  s t ra t i f icat ion dist ingu6e C' d ' u n  voisinage ouver t  
Q'  de 0 6 IR " -1 ,  compat ib le  avec t o u s l e s  A.,. Si 

A~ = U r ; ,  , a , ,  = ( ( , , , . , . , , )  e r ; ,  • R : P ( , ~ , x , , )  = o } ,  
r ' .  pc' 

t=l , . . . ,n~ 

on a par  la proposi t ion  1 de 4 : 

(~) a. ,  = C, '  u . . .  u ~:;""  , , , ' ( ' e : l '  < . . .  < C ,  "') 

Observons  que d'a.prbs la. r emarque  2 d(' 4. sur  chaque ~..,t ~(j) l 'ordre  x ~ ~ ord ~P  
est constant .  Aprbs avoir d iminu6 Q' .  nous pouvons  supposer  que les fonct ions  

~(~) 1 ~ < . ~ < I  l ~ < f ~ < n , ,  l<~j<~r~t 

sont  born~es par  u n  6 > 0 arb i t ra i rement  pet i t .  Par  consequent  on peut  avoir  
le pavd de R" ,  Q = Q'  x ( - &  (5) contenu  dans  U. Prenons  la pa r t i t i on  de Q , 
su ivante  

C= {#:{'  }.,,,j U {con, posa,,tes connexes deQ\ .,t,JU ~{))/. 

Pour  s 6 ( 1 , . . . , n } ,  t 6 (1 . . . . .  n.,}, posons 

B~,  ~ = ( ( , , , x , )  e r ' , ,  x ( - 6 . 6 ) :  .1.,, < e~ ' , ' ( , , ) } ,  

B(J) ' o )  f (J+~)  I ,t {(u,x,)6F,, x(-6,6): < (u)} j =IT..,r~t-- = ~,(.)<.r,, ,.,, , . 

' ( r , , }  - ( " " '  { ( u , . . )  e r , ,  x ( - 6 , 6 1 :  x, ,  > ~.,, (,,1} 

' o) zu) = {(u,x,,) e r,, x (-~,~): .r. = s (.)} j = 1,2, ~., 
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I1 s ' ensu i t  de la cons t ruc t ion  que la famille 

= {z::, }..,., u 

est une  pa.rtition de Q , plus fine que C . I1 suffit donc de vfrifier que 

les ~tn(J) et les ~ t  ~(1} sont semi-analyt iques .  Soit 0 = (O0,. �9 �9 Ok-l)  avec Oj �9 
{ ( - o o , 0 ) ,  {0},(0, oo )}. Posons 

Co,.,, = {(~, x.) �9 r'., x (-~. } : 0,d', ( u , x , )  6 0p, 0 ~< p ~< k - 1 

Soit u 6 F; , .  Pour  chaque j = 0, .., '~, il existe u n  O f ( u )  = (O0 . . . . .  Ok-,)  
un ique  avec Oj = (--cx~,0), ou b ien  {0}, ou (0. oc ) tel que 

(n , , , ~  = (c'o/,r176 

(grace au corollaire du lemlne de Thonl) .  De m6me, pour  chaque j = 1 , . . .  rst 
il existe o f ( u )  = (00 . . . . .  0~.-1) unique  avec 0j = ( - o e , 0 ) ,  ou b ien  {0}, ou 
(0, oc ) tel que 

(7o1 
'~ 

~.,,  ] , ,  = , c ' o ~ , , , , . , , j  . 

Les appl ica t ions  

o f  : rl. ~ .  ~ q3( , , )c  t ( - ~ , o 1 , { o } , ( o , ~ ) }  ~ 

sont  loealement  cons tan tes  grfce  5 la cont inui t6  des /~ )  0PR s~,t  et 0--~.p, done con- 
, z(j) 

s tantes ,  vu que F , ,  sont connexes. On a done B~I = Coy, , , ,  , -~ ,  = 

Co#,s d. Ceci m o n t r e  l ' inclusion C' C {C'o,.,,, }o,~.," 

Pa r  cons~'quent les 616ments de la par t i t ion  C sont des feuilles 8emi- 
analy t iques .  Ensui te ,  la par t i t ion  C' est comlmtible  a.vec les E l , . . . ,  Eq, comme 
elle est compat ib le  avee tous ]es 17, . grSce ~'~ la proposi t ion 2 de 4 et vu la 
d&finition de Co,~.l et l '~galit6 (*). I1 e n e s t  de m6me avec C , paree que 

, . .  ~ ( J )  l ' on  a Rj  # 0, j = 1 .,,~ , sur  ehaque composante colmexe de Q \ U ~,st �9 
8,1[,j 

Par  la cons t ruc t ion ,  les condi t ions  (b) ot (e) des par t i t ions  dis t ingu6es sont  
satisfaites.  Comme  on a 

V =  {x 6 Q : P ( . r ) = 0 } ,  

la condi t ion  (a) r4sulte de la propos i t ion  de 1. Ceci t e rmine  la d6mons t ra t ion .  

Le th~orbme en t ra ine  les fairs suivants  : 
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Remarque 1. L'ensemble des changements linbaires de coordonndes apr~s 
lesquels la th6se du thaor~me des stratifications distinguaes subsiste, est dense. 
I1 en r4sulte que si E l , . . . ,  Eq C R" sont semi-analytiques e t a  E R '~ , alors 
pour  ehaque sous-espaee linaaire N C R" de dimension k d 'un  sous-esemble 
dense de Gk(R")  il existe un  voisinage arbitraiment petit V de a tel que 
les images des Ea M V, . . . .  Eq M V par la projection parallalement ~ N (sur 
un  suppl4mentaire de N quelconque) soient semi-analytiques. 

I1 est clair que l 'on a d4montr6 l'( 'nnoncb suivant : 

C o r o l l a l r e .  Soient Ea . . . . .  Eq des sou.~.ensemblea semi-analytiques, d&rits 
par des polyname.q distinguda R a , . . . ,  R ,  dana un voi~,inage ouvert de 0 E R n. 
Alora, apr~s un changement .rl . . . .  x,,-1 de coordonde.* dana N ~-1, il existe une 
stratification disting.u.de d"u.n pa.vd Q = {(.r~ . . . . . .  r , )  E IR" : Ixi] < 6i} qui eat 
compatible avec tous le~, E l , . . . ,  Eq. 

Remarque 2. Observons qu'il rasulte de la preuve du thd_or~me que l 'on peut 
avoir dans le corollaire une stratification C' compatible avec un  nombre fini des 
fonctions analytiques au w)isinage de 0 E 1R"-I , aussi qu'avec un nombre fini 
des ensembles semi-analytiques. 

7. S U R  L E S  S E M I - A N A L Y T I Q U E S  D E  D I M E N S I O N  ~< 1 

7.1. On appellle arc ,*emi-analytique (de R") une sous-variet6 analytique 
)~ C N" isomorphe ~ l 'intervalle (0, 1), semi-analytique dans • n  relativement 
compact et tel que si 0 :  (0, 1) --+ • est un isomorl)hisme analytique, les limites 
de r dans 0 et dans 1 - on va v6rifier qu'ils existent toujours - sont distinctes. 
On les appelle les eztremitdes de l'arc. 

En effet, ceei rGsulte du th6orbnle dos con:posantes connexes. ,~ savoir, 
supposons que par example Ia limite de o en 0 n'existe pas. Alors on aftra,it 
deux points limites a 5~ b. Soit H l 'hyperplan perpendiculier au segment [a, b] 
et qui passe par le point ,+t, L'ensemble H 71 A n 'a  qu 'un  nombre fini de 2 " 
composantes connexes, ce qui donne facilement une contradiction. 

7.2.  Soit E un sous-ensemble de IR" et soit a E E. On d~fini le cane tangent 
C~(E) C P" de E a'a point a de la manibre suivant: on consid~re l 'application 

IV : E \ a ~ ,r ~-+ IR(x - a) E ~,,,-1 

et le c6ne est dbfini par l't;galit6 HTla = a x C~(E). I1 en r~sulte faeilement 
que si f est une fonction analytique dans un voisinage de 0 E IR n, qui n 'est  pas 
ident iquement  nulle, alors 

C 0 ( { . f  = 0 } )  C { .f .  = 0}  C ]pn-~ 

off fv est la forme initial de f .  Ensuite, si E est un  ensemble semi-analytique 
d6crit dans un voisinage de 0 par les fonctions mmlytiques f l , . . . ,  ft ,  on a 

Co(E) C { hi  : 0 } U - - .  U { hi : 0 } C ~:~n-1 

off hj est la forme initial  de .fj. 

7.3 On va d~montrer la proposition suivante: 
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P r o p o s i t i o n .  Soit ~r : R" ~ R k, r ( (x l  . . . . .  x,,)) --~ ('~'1 . . . . .  2Ck). Pour chaque 
E semi-analytique, bornd ct de dimension <~ 1, l'image 7r(E) est un semi- 
analytique bornJ et de dimension <~ 1. 

On aura  besoin  de deux lemmes.  

L e m m e  1. Tout semi-anal!ttique E de N" de dimension <~ 1 et bornJ est une 
rdunion finie des arcs scmi-analytiqu, e,~ et des points. Aprds un changement 
lindaire des coordonndes, chacun de ces arcs est le graphe d'une application 
analytiqae d'un intervalle (ou.vert et born, d) dans N ~ - l .  

I1 suffit de d~mont re r  le l emme pour  El1, U , o~l U est un vois inage d 'un  point  

de E .  Soit donc a un point  de E .  t~videment on peu t  supposer  que a = 0. 
Alors,  d 'apr~s le thborbme des s t ra t i f icat ions dist ingu6es,  apr~s un changement  
de coordonfies il existe une s t ra t i f icat ion distingu(~e C d ' u n  in ter tva l le  Q de R ~ 
c o m p a t i b l e a v e c  E A  Q, c 'ost-h- dire, E A Q  = ~JFj  o~t Fj  E C. C o m m e o n  a 
d im E A Q ~< 1, donc, par la d6finition de la d imension  (voir l ' i n t roduc t ion) ,  
on a neeesa i rement  d im F~ ~< 1. Done. chaque Fj  est un point  ou un graphe 
d ' une  appl ica t ion  ana ly t ique  d ' u n  int( 'rvalle (ouver t  et borne)  de N donc un arc 
semi-ana ly t ique  ( v u l e  lemm(' 1 de 1). 

L e m m e  2. Soit ~ >~ 2 et ~oit F u n  arc semi-analytique de R ~ ayant 0 pour 
une extvdmT, td. Supposon~ qae F n'e,~t pa,~ contenu dans l'axe I des x , .  Alors, 
il eziste une fonction analytique F dav.,~ nn voi~inage ouvert I4 z de 0 tel que F 
est x , -r@uli~re et F = 0 ,~'ar P A W. 

Prenve. On procbde par  rdcurrence s u r n .  

Supposons  qne 7) = 2. Notons  les c()()rd()n6es avec x = ,Vl, y = xz. Pour  un 
vois inage IV ~ de 0, l ' ensemble  F A l I "  ('st une rdunion des ensembles  

{ h , = 0 } A G ,  i = 1  . . . . .  s 

avec des hi ~ 0 ana ly t iques  dans H "  ('t des ouver t s  semi-ana ly t iques  Gi.  I1 en 
resul te  que la fonct ion  analytiqu~' h = l~ . . .  h~ ~ 0 s 'annulle  sur F A W ~. On  a 
le d6velopi)ement  

h(.r. y) = ~ ,i(.~j)x' 

dans  un  vois inage de 0 E N 2, avec oi(g) analy t iques  dans  un vois inage  de 0 E N. 

Alors,  on a a0 . . . . .  at.-1 = 0 et ok. ~ 0 dans un vois inage connexe  de 
0 E N. Par  consbquent  

h( .r, g) = .rkF(.r,  y) 

OO 

oh F ( x , y )  = ~ ai (y)x  ' - k  est a.nalytique dans un voisinage de 0 dans  R 2. 

i = k  
Alors  F est y-r~guli6re (vu que F(0,.~]) = at.(g)) et  s 'annule  sur F Cl W,  pour  
un  vois inage W C H z~ ouver t  de 0 E N 2. 

Passons  au  cas g6n6ral avee n ) 3. S'i l  existe un  plan H qui cont ient  I e t  
F on se rem6ne  au c a s n  = 2. Ca r  on peu t  a d m e t t r e  que H = N 2 x 0 et  alors 
F o p est une  fonet ion  demandde  oil p : IR" -+ R 2 est la p ro jec t ion  na ture l .  
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Supposons  que I e t  F ne soient pas contenus dans aucun plan.  On  va 
proc6der  pa r  r4currence stir n. I1 exis te  un voisinage U de 0 tel que I" gl U 
soit d6crit  pa r  les fonct ions f l  ~ 0 . . . . . .  f~ ~ 0. Alors,  on a 

(*) c 0 ( r )  c c = 11,, = 0} ~ . . .  u {ht  = 0} 

off h I e s t  la forme init ial  de ])  (voir  7.2).  t~videment D = ? , - 1  \ C est un 
ouver t  dense dans p , , -1 .  

On va  d6mont re r  qu ' i l  exis te  till changenlent  lin6aire de coordonn6es dans N" 
apr6s lequel  les deux condi t ions  suivantes  soient satisfaites.  Soil ~r : ll~" --* N " -1  
la p ro jec t ion  na ture l ,  7r(.~'1,... x , )  = (.rl . . . . .  xn-1  ). 

(1) I1 exis te  un vois inage W de 0 E N" tel que F* = 7r(F) off P = r n w  
est un are semi-ana ly t ique .  
(2) F* n 'es t  pas contenu dans  l ' axe  (los .r,,-1. 

En  effet, p renons  tin A E D tel que A # I.  On fait  un  changement  de 
coordonn6es  tel que A soit l ' axe  des ,r ,  et I soit l ' axe  des x , , -1 .  Alors,  pa r  (*), 
les fonct ions  devien t  .ro-rdgulibres. et par  le thdol 'bme de p r4para t ion  on peu t  
les r emplace r  pa r  des po lyn6mes  dist ingubs dmls la descr ip t ion  de F dans un 
vois inage de 0 6 R ' .  Selon le corollaire du 6, F est une r~union finie des arcs 
semi-ana ly t iques  et des points,  et leto's prc~ections sent aussi des ares semi- 

ana ly t iques  ou des points.  Un  de ces ares, F C F, a d m e t  0 e o m m e  ext remit6 .  

C o m m e  il est ouver t  dans F, on a F = I" fl I'l," avec un vois inage ouver t  W 
de 0 dans  N".  I1 est inlpossil)le que rr(F) soit till point ,  paree  que alors F 
serait  contenu  dans  une  droi te  ( l 'axe des .r,,) et done F et I seraient  contenus 
dans le m~me plan.  Done F* (.st un arc sr  La condi t ion  (2) est 
4v idement  sat isfai te ,  parce que  si non,  F serait contenu dans le p lan  0 x 11{ 2. 

Par  l ' hypo th~se  de rt~currence et grfice mix condi t ions  (1) et (2), il exis te  une 
fonct ion  F* ,  ana ly t i que  dans un vois inage I'V*, . r ,_ l - rdgul i~re  et F*  = 0 stir 
F* fl W*.  Alors,  on voit  que la f imct ion ana ly t ique  F = F*  o 7r , est x,,-rdgulibre 

et que l 'on a F = 0 sur I'. 

Preuve de la proposition. I1 suff=it de considerer  le c a s k  = n - 1. Pa r  le 
l emme  1, il suffit de dbmont re r  ceci pour  ml arc  semi -ana ly t ique  F, tel c o m m e  
dans ce l emme.  Soil a G F.  On peu t  supposer  que a = 0 et que 0 est une 
ex t r emi t4  de cet arc. I1 y a line boule  ouver te  B de centre  a tel que 

FnB= 0 Sj 
j=l 

off Sj = {x G B : hi(x)  = 0, f j ,( .r)  > 0 . . . . .  f j t , ( . r )  > 0} avec hi, f j i  analy-  

t iques darts un vois inage  de B .  F ixons  j .  ]~videnwnt,  il suffit de m o n t r e r  que 
~r(Sj n U) est s emi -ana ly t ique  pore" till vois inage U C B de 0. 

Si 0 q~ Sj ou si 0 est tin po in t  isol6 de Sj, l ' a sser t ion  est t r ivia l .  Supposons  

donc que  0 6 Sj et  que  0 ne soit pas ml  point  isol~ de de Sj; alors il exis te  un 
vois inage  V C B de 0 clans R "  tel que Fj = Sj V) V e s t  un arc s emi -ana ly t ique  
d ' ex t r emi t~  0. 
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Cas i .  On suppose que hj est x,,-r6guli~re. On peut  admet re  que t o u s l e s  
f j i  sont  xn-r~gulibres, parce que chaque f j i  qui ne soit pas rfigulibre peut  ~tre 
remplacfi par  f j i  + hj  dans la descript ion de Sj .  Ensuite ,  par  le th~orbme de 
p repa ra t ion  de Vireierstrass, Sj  est dScrit par  des polyn6mes dist ingu~s dans u n  
voisinage de 0 dans  R n. Selon le corollaire de 6, il existe u n  voisinage ouvert  
U C B de 0 E If(" tel que Sj  soit rdmfion fini des feuilles semi-analyt iques ,  
l ' image de chacune  par  7r ~tant  semi-analyt ique.  Ceci mont re  not re  assertion. 

Caa 2. On suppose  que hj(O . . . . .  O, .r,, ) -= 0 et que Fj  est contenu dans  l 'axe 
des xn. Alors ~r(F; ) = O. 

Cas 3. On suppose  que hj(O . . . .  ,0, .r,, ) = 0 et que l"j n 'es t  pas contenu dans  
l 'axe des x~. D'aprbs  le lemme 2, il existe nne fonet ion ana ly t ique  H i dans un  
voisinage [2j tel que Hj  est .r,,-rSgulibr(' et Hj  = 0 sur F j  fq f~i" Par  eons6quent  
on peu t  remplacer  hj par b~ + Hy dans  la descript ion de I ' j  N~2j et alors (apr6s 
avoir d iminuer  B)  on s'est r anwn6 an cas 1. 

a .  L A  S E P A R A T I O N  R I ~ G U L I E R E  

8 . 1 .  Soit 7r : R" ~ R ~', r,((.rl . . . . . .  r . ) )  = (,rl . . . . . .  r~.). 

L e m m e  1. Soit  F une fe'ldlIe d'une .~tratification di~tingude de d imension p e t  
supposons que le rang de ~r' .,oit con.,i.,,.v,t e~. < p. On a alors, 7r (7)  = 7r(E) 

avec un ,*emi-anal:l#,ique compact E C F de dimen,*ion < p. 

En effet, par  le corollaire de 1. il c,xiste une appl ica t ion  ana ly t ique  F : U --4 
N n -p  d ' u n  voisinage U de Q tel qu(' T , F  = Kerd~.F pour  x E ['. Notons  par  
@ : U ~ x ~ d~.F C L ( R " . R " - I ' ) .  S()it L role forme lindaire sur IR" et non  
eons tan te  snr une  COml)osante (l(' la film" de rr r.  

Soit A u n  ill)re qu(,leonque de rr r.  
Supl)osons que A soit COmlmCt~'. Alors, La : A -~ N a t te in t  le m a x i m u m  

dans  u n  point  x~. Grficc au t.h&u'bm(" (ht rang cons tant ,  l 'espaee 

T~.\A = (0 x N ' ' - k )  N T,.., r = Bier (@(xA), 7r) 

est de d imens ion  p - 7", done rang  (4)(.r~). ~) = 7~ - p + r,  et on a de plus x;~ E A 
off 

A = { x  E F : K e r  ((I)(.r). rr) C V . e r L }  = 

{.~' C F : rang((I ' ( . r ) , : r )  ~< ~ , - p +  r} = r n  Z 

off Z e s t  le ~ u s - e n s e l n b l e  ana ly t ique  {x E [7 : r a n g ( O ( x ) ,  rr) ~< n - p  + r} de 
U. O n  a A ~ F, paree  que si non  L s('rait cons tan te  sur  ehaque composante  
eonnexe  de ehaque fibre. I1 s ' ensu i t  que dim A < p. 

Dans  le eas qui reste, A n 'es t  pas compaete  et alors le bord  (93, est non  vide 
et eon tenu  dans  OF. 

Pa r  cons6quent  on a 7r((�F U A) = rr (7) et l ' ensemble  OF U A C P est 
semi -ana ly t ique  de d imens ion  < p (voir 2 ). 
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L e m m e  2. Pour  une application lin6aire quelconque g, : R '~ --~ N p, l 'ensemble 

{~ E L(N" ,Nk) :  dim 4 ' (Ke r~ )  ~< r} 

est toujour~ ,~emi-algebrique. 

Car  en cons iderant  la res t r ic t ion v'x~r~, on volt  que 

d im r  c 2) = dim Kcr p - d im Ker (~,, p)  

d 'o6  il r~sulte faci lement  la t h6se, vu quc les ensembles  des appl icat ions  linfiaires 
{a  : d im K e r a  = s} sont tou jours  semi-algebriques.  

L e m m e  3. Soit F une fcuille d'une ,~tratification di,stingu~e. Alor~ l 'ensemble 
{.T E P : rang~Trr ~< r} e.~t semi-analytique . 

I1 suffit d 'observer  que l ' ensemble  en ques t ion  est 6gal /t 

{x e I" : d imr r ( I (e r  4)(.r)) ~< r} = F N 4 )-1 ({n ' :  d im r ( K e r  c~) ~< r})  

oh 4) : x ,  ~ d~F avee lille F scion lc c . m l l a i r e  de 1 pour  F. 

L e m m e  4. Soit F v.ne feuille de dim~,nsion 1) d'une ,,tratifi, cation distinguee. 
On a alors 

F = Z U  O F ,  

o~ Z est un semi-analytique de di'm,e'n.~ion < p e t  le.~ Fi sont des fe'aille~ 
de.q stratification.q di.qtingude.~, de dim~.n~ion 1) et telles que 7rr,. ~qont de rang 
con,~tant. 

En effet, posons r = rang rrr,. D 'aprbs  1~" l( 'mme 3, l ' ensemble  Z0 = {x E F : 
rang  ~Trr < r} est semi-ana ly t ique  dans IR" et ana ly t ique  rare dans F, done de 
d imens ion  < p. I1 s 'ensui t  qua- F0 = F \ Z~ r m~e feuille semi -ana ly t ique  de 
d imens ion  1) et tel le que rrl- o est de rang cons tan t  r. Grfiee au th6or~me des 
s t ra t i f ica t ions  dis t ingudes F(j est unc rdmlion finie des feuilles des s t ra t i f ica t ions  
dist ingu6es:  F'- de d imension < p e t  F~ d(' d imension  I) avec rr~ de rang eontan t  ./ 

r.  Pa r  eons6quent  l ' ensemblc  

I Z = Z~ t J [,J Fj  
J 

a:r les feuilles Fz , rdpondent  i~ la qu(,stion. 

P r o p o s i t i o n  1. Soit E un .~emi-ana.l!/tiqu, e compact de R".  On a alors 7r( E )  = 
~r(B) avec un .~emi-anal!/tique compact 1) C E de dimension <~ k. 

On proebde pax r~em' lenee sur p = dim E .  Supposons  done que l 'on a p > k. 
Grfi.ee au  t h fo r~me  des s t ra t i f iea t ions  dist ingudes E est une  %union  finie des 
feuilles F des s t ra t i f ica t ions  dist ingudes.  On  peut  done a d m e t t r e  que E = 
avec une  telle feuille de d imens ion  p. 

Soit Z et 1" i su ivant  le lemlne  4. Ah)rs rang  ~rr ~< k < p , done, d 'apr~s le 
l e m m e  1, on a. 7r(Fi) = rr(E) avec un semi-ana. lyt ique compac t  Ei C Fi de 
d imens ion  < p. 

Par  eons6quent ,  ~r(E) = rr( Z U [.J Ei ) ce q u i t  e rmine  la preuve ,  vu l ' hypoth~se  

de r~currenee. 

Supposons  m a i n t e n a n t  que rr : N" --~ Ii( 2 (e 'es t -~-dire  ~" = 2). 
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Propos i t ion  2. Pour ct~.aq~l.e ~emi-ona.lytiq,.e compact E de N ' ,  son image 
7r( E)  e~t ,emi-analytique (compact). 

On peu t  adme t t r e  que d im E ~< 2 vu la proposi t ion 1. Par  le th~or6me des 
s t ra t i f ica t ions  distingu~es, E est une r~union fillip des feuilles P des strat if ica- 
t ions dist ingu~es de dimension ~ 2. On peut  done a d m e t t r e  que E = F avec 
une telle feuille P. 

GrAce au l emme 4 et la propos i t ion  de 7.3, il suffit de considerer  le cas d 'une  
feuille F de d imension  2 et telle que le rang de ~rr soit cons tant  et figal g r. 

Si r = 1, on a 7r(E) = : r (E l )  avee un semi-ana ly t ique  compac t  E~ C E de 
d imension  ~< 1, vu  le l emme 1. Alors, la propos i t ion  de 7 .3  impl ique la th~se. 

Dans  le cas qui reste,  r = 2, l 'enseml)le F = rr(F) est f e rmi ,  G = rr(F) est ou- 
vert  et Z = ~r(0F) est. semi-analytiqu(" (par  la proposi t ion  de 7.3).  L 'ensemble  
G \ Z = F \ Z est ouvert-fm'm5 dans h' semi-ana ly t ique  R 2 \  Z,  done il est semi- 
ana ly t ique  (voir  2), d'm'~ il rdsulte (lue F = ( i  v' \ Z)  U Z est semi-ana ly t ique  

8 .2 .  Rappe lons  d ' abo rd  que si la,I <~ ~'~, i = 1 . . . . .  k, alors on a I~[ ~< 2r pour  
tou te  racine ( du 1)olyn6nw .r ~ + al .r  ~-1 + . . .  + at.. 

L e m m e  1. Si G(x y) e~t. u.v.e fonetion ana.l!ltiq.tr.e au voisinage de 0 darts IR 2, 
t e l l e  q~e G ( O , y )  r O. ,~lor.~ o7,, .  {G = 0 } n U  c {1~1 ~< cl,'l ~ } a~ec ~,,~ voisinage 
U deO e~desc ,  o . > 0 .  

En effet, vu  le t hSorbme de prdparatim~, on peu t  a d m e t t r e  que G ( x , y )  = 
yk+  a t ( x )yk -1  + . . .  + a~ (,r) avac les a, mmlyt iques  au voisinage de 0 et v6rifiant 

la~(.'~)l .< (d la l ' / * )  ', , = 1 . . . . .  k, avec m~ d > 0. On  a alors [Yl ~< 2dlz[ ~/a pour  
tout  po in t  (.r, y) c IR 2 d 'un  voisinage de 0, qui vdrifie G(x,  g) = 0. 

L e m m e  2. Si E C [0, oc ) x tR est ,.'n, .*em, i-aualytiq'tt.e compact de N 2 tel que 
E n (0 x R)  c 0 AZo~ o,,. ~,, E C {t.'Jl -< ~1.~ I ~' } ~,,ec ee~tain~ c, a' > O. 

En effet, il suffit de n lontrer  que la frcmtibre B de E est contenue  dans 

n n  {ly[ ~ cl*l~ Or, ,,n a d i m B  ~< 1. Stilt P u n  po lyn6me associd A une 
s t ra t i f ica t ion  dist.ingude d ' u n  voisinage Q de 0 E IR 2 (dans un syst6me des 
eoordondes lindaires dans IR 2 ), cOnll)atibh, avec /3 .  On  a alors BM O C {P  = 0} 
(vu (c) dans 1). On  a ensui te  P(.r ,  g) = .r' G(,r. !1) dans O, avec un r et avee une 
G ana ly t ique  vdrifiant G(0, !j) ~ 0. Par  cons&luent ,  on a B r3 ~ \ 0 C {G = 0}, 
d'ofl  il rdsulte selon le l emme 1 que B a U C {]y] ~< el.r] ̀ ~} avec an  vois inage S 
d e 0 e t  d e s c ,  a > 0 .  

I1 en re;suite la version suivante  de la s@ara t ion  r4guli~re: 

T h 4 o r ~ m e .  Soil .4 un ao',,a-compact d'une varietd analytique, et soien* 
c 2 : A --* N, z/' : A --+ IR de,,x fonction,~ conf, in u, e~ a, ux 9raphes semi-analytiques . 
s i  g o  = 0}  c {,/, = 0} ,  ~.zo~,~ I,/'(.,)1 -< el~( .r) l  '~ da,,,, ,4 ~,',,ec ce~lai,~, c, ,~ > O. 

En effet, il suffit d 'observer  que l ' ensemble  {(~o(a'),~/,(a')) : x E A} est un 
compac t  sous-ana ly t ique  de IR ~, done semi-ana ly t ique  selon la p ropos i t ion  2 de 
8.1,  v&'ifiant les hypothbses  du l emme 2, et on a. done l ' in~galit~ demandS.  

8 .3 .  Le th6orbme de 8 .2  restc  valabh, pour  les fonct ions cont inues aux graphe  

sous-ana ly t ique  (voir  [5], I II .1)  a v e c l a  nff 'me ddmons t ra t ion .  
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On observe,  e n  s ' a p p u y a n t  s u r  le t h d o r ~ m e  d u  c o m p l e m e n t a i r e  d e  
G a b r i e l o v  (voir  [3] et [5] III .4) que si F est un  sous-analyt ique,  le graphe de 
la fone t ion-d is tance  x ~ p(x,  F )  est sous-analyt ique ,  car son g raphe  est 6gal 

,~ ( { ( ~ , t , v )  : u �9 T ,  I.~'- ,sl = t } )  \ ~ ( { ( x , t , , s ) :  v �9 T ,  I~ - vl < t } ) ,  

o~ "n" : N n+l X N n --* R "+1 est la. p ro jec t ion  naturel le ,  et les ensembles  p ro j e t f s  
sont y - re la t ivement  compacts ,  (voir  [5] III.1, prop. 1.2.2). 

Si l 'on p rend  ~o = , f e t  ~/, : A 3 x ~ p ( x , Z )  ou bien ~ : A 3 x ~ p ( x , B )  
et r : A 3 x ~ ~ p(x ,  A fq B )  dans le thdorbme de 8.2,  i l e n  r d s u l t e l e s  deux 
th6orSmes suiva.nts. 

T h 6 o r ~ m e  1. Soi t  f : A ~ R u n c  f o n c t i o n  analy t ique  avec A C R "  semi -  
analy t ique  compac t  (c 'es t -d-dirc .  laqu.elle se prolonge sur  un vois inage de A a 

une  f o n c t i o n  analy t ique) .  On a a.lor.,: 

If(.r)l >/ C P ( . r . Z )  x en A 

avec des cons tan t s  N > 0 et 6' > 0. oh. Z = {x �9 ,4 : . / (x)  = 0}, 

T h ~ o r ~ m e  2. Cho, que couple de,~ semi-o, nal:qtiqu, es compacts  A, B C R" sa- 

t i s fa i t  la cond i t ion  de la s@aro.t ion r/'.g,,li~re : 

p ( . r . B )  ) d p ( . r . . 4 f q B )  "\' en A 

avec des constant.~ N > 0 ct d > O. 

La vers ion semi -ana ly t ique  de cos th6orbnles ne re'suite pas d i rec tement  du 
th~or~me de 8 .2 ,  parce  que la f imct ion - d is tance  n 'es t  que sous-analyt ique.  
Or,  on en  ev i te  l ' emploi  du th&n'bnw do Gabr ie lov grfice a.u l emme  suivant:  
L e n u n e .  So i t  A un  coTnpact ,qemi-a'naIytiqu, e de N"  et soi t  a E A . I l  

ez i s te  une  f o n c t i o n  semi-ana,  lytiqtl, e 7 ct con t inue  g : V --~ R d ' u n  vois inage  

compac t  V de a dans  N"  , laqnelle soil. d,. m g m e  ordre q'tt.e la f o n c t i o n - d i s t a n c e  

p ( x , A )  au vo is inage  de u . c'e,~t-d-di're, telle qv.e 

c p ( x , A )  < g (x )  < C p ( . r . A )  d,.ns o.n vois inage de a dans R" 

avec des cons tan t e s  O <  c <  C . 

En  effet,  le th6orbme 1 rdsulte imm6d ia t emen t  du th6or~lne 2 (appliqu~ s 
la  couple  A x 0, fA ). Ensui te ,  il est claire que pour  avoir le th6or~me 2 
il suffit de p rouve r  l ' in6gali t6 de la sdparat ion rdguli~re dans  un vois inage de 
ehaque  po in t  de A f'l B (avec des cons tan tes  qui ddpendent  de ce point) .  

P r e u v e  du l e m m e .  Posons  M = N" . L 'ensemble  suivant  de M 2 x R 

B = {(.,., , , ,  t )  :.,. + ,, �9 A, I,,I ~ t} 

est s emi -ana ]y t ique  8. Grfice au  the;orbme des s t ra t i f ica t ions  dis t ingudes de  2 
avee la  r e m a r q u e  1 de 6 , il exis te  des appl ica t ions  lin~aires r : M --* M 

"tC'est-b.-dire, au graphe semi-analytique. 
SComme l'image de {y E A, [!l - xl ~ I} par un automorphisnm lin~aire de M 2 x N . 
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et ~b : M --+ N , de n o r m e s  a r b i t r a i r e m e n t  p e t i t e s  , tel les que l ' image  d ' u n  
v o i s i n a g e a r b i t r a i r e m e n t  pe t i t  W de (a,O,O) da.ns B p a r  l ' a p p l i c a t i o n  

7r : M 2 x R 9 (a', u , t )  ~ ( , r -  r  r  E M x R 

est  s emi -ana ly t ique .  Or,  l ' inverse  \ : M ~ ..lI de l ' a p p l i c a t i o n  M 9 u 
u + r  E M est  a r b i t r a i r e m e n t  p roche  ~. l ' i den t i t $  de M , done  la fone t ion  
p o s i t i v e m e n t  h o m o g b n e  a ( v )  = ] X ( v ) [ -  ~/ ,( \(v))  est  de l ' o rd re  de Ivl (rob_me 
elle est  a r b i t r a i r e m a n t  p roche  ~ [v]) ot p a r  su i te  la fonc t ion  

g(~) = i n f . e  A a ( y  - ( ) ,  

con t i nue  dans  .M , est  de l ' o rd re  de pC(, A) . P o u r  chaque  vo is inage  c o m p a c t  
V de a clans A la fone t ion  

.qv(()  = i n f , e ~  a(!l - () ,  

con t inue  d a n s  ] f f .  cdincide avec g d ims lm vois inage  de a clans )~'/. 
I1 sufi3t de p r o u v e r  que lo ge rme  an  po in t  a d ' u n  ensemble  

G, . (V)  = {(( ,  r )  E 3 1 x  R"  : g v ( ~ ) ~ < r  ~ < r } ,  

off r > 0 et  V e s t  u n v o i s i n a g e  coral)aCt de a d a n s  A ,  est  s e m i - a n a l y t i q u e  9, 

v u  que  le g e r m e  de g au  po in t  Ca, 0) ('(,h~cide avee celui de G~(V)\int G~(V). 
Or, o b s e r v o n s  qne  les ensembles  : 

B,.(V) = {( . , . . , , ,~) : , , .+, ,  ~ V, I,,I ~<t d r }  

a v e c  

d a n s  B . I1 es t  s imple  ~ vdrifier que l ' on  a : 

rr(/3,,(V)) c G2,.(I') ,,t G,.(I') c 7r(/32,-(V)) 
et ,  d t a n t  donnds  to, Ib ,  r, I" . 

B~o(~,7,) n ,~ - ' ( { I .~ - . t  < ~.ITI <~} )  c B , . ( V )  , 

r, V c o n n n e  a u p a r a v a n t ,  fi~rment m w  base  de vois inages  de Ca ,0 ,0 )  
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p o u r v u  que ~5 soit su f f i s amment  pe t i t .  La de rn ib re  inc lus ion  i m p l i q u e  que  

les ge rmes  de t ous  les ensemble s  7r(/3,.(1")) a u  po in t  Ca, 0) son t  6gaux  e n t r e  
eux,  done  il son t  bgaux  au  celui de r r (W) , vo is inage  s u f f l s a m m e n t  p e t i t  de 

Ca ,0 ,0 )  d a n s  B , et. p a r  consdquen t  ils sont  s emi -ana ly t i ques .  Mais  les deux  
inc lus ions  p rdcdden tes  m o n t r e n t  que cos ge rmes  sont  dgaux  a u  eelui  de G~(V) 
( q u e l c o n q u e ) ,  ee qui  t e r m i n e  la d d m o n s t r a t i o n .  

9C'est-h-dire, qu'il est bgal au get'me d'tm semi-analytique, ou encore, qu'il existe un 
voisinagesemi-analytique de a dans G,,(I'). 

1~ v,krifier ces inclusions il re,lilt tic prendve t:, avec I~/,t ~< 1/3 et d'observer que 
l'on a : rr(B,.(V)) = {(•, r)  : ,~ + ,, + O(u) E 1", I"] ~< r + [t,',(,,)[ ~< r pour un u} . 
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